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We study (not necessarily connected) Z-graded A∞-algebras and their A∞-modules. Using the
cobar and the bar construction and Quillen’s homotopical algebra, we describe the localisation of
the category of A∞-algebras with respect to A∞-quasi-isomorphisms. We then adapt these methods
to describe the derived category D∞A of an augmented A∞-algebra A. The case where A is not
endowed with an augmentation is treated differently. Nevertheless, when A is strictly unital, its
derived category can be described in the same way as in the augmented case. Next, we compare two
different notions of A∞-unitarity : strict unitarity and homological unitarity. We show that, up to
homotopy, there is no difference between these two notions. We then establish a formalism which
allows us to view A∞-categories as A∞-algebras in suitable monoidal categories. We generalize the
fundamental constructions of category theory to this setting : Yoneda embeddings, categories of
functors, equivalences of categories... We show that any algebraic triangulated category T which
admits a set of generators is A∞-pretriangulated, that is to say, T is equivalent to H
0twA, where
twA is the A∞-category of twisted objets of a certain A∞-category A.
Thus we give detailed proofs of a part of the results on homological algebra which M. Kontse-
vich stated in his course “Triangulated categories and geometry” [Kon98].
Re´sume´
Nous e´tudions les A∞-alge`bres Z-gradue´es (non ne´cessairement connexes) et leurs A∞-modules. En
utilisant les constructions bar et cobar ainsi que les outils de l’alge`bre homotopique de Quillen, nous
de´crivons la localisation de la cate´gorie des A∞-alge`bres par rapport aux A∞-quasi-isomorphismes.
Nous adaptons ensuite ces me´thodes pour de´crire la cate´gorie de´rive´e D∞A d’une A∞-alge`bre
augmente´e A. Le cas ou` A n’est pas muni d’une augmentation est traite´ diffe´remment. Ne´anmoins,
lorsque A est strictement unitaire, sa cate´gorie de´rive´e peut eˆtre de´crite de la meˆme manie`re
que dans le cas augmente´. Nous e´tudions ensuite deux variantes de la notion d’unitarite´ pour
les A∞-alge`bres : l’unitarite´ stricte et l’unitarite´ homologique. Nous montrons que d’un point
de vue homotopique, il n’y a pas de diffe´rence entre ces deux notions. Nous donnons ensuite
un formalisme qui permet de de´finir les A∞-cate´gories comme des A∞-alge`bres dans certaines
cate´gories mono¨ıdales. Nous ge´ne´ralisons a` ce cadre les constructions fondamentales de la the´orie
des cate´gories : le foncteur de Yoneda, les cate´gories de foncteurs, les e´quivalences de cate´gories...
Nous montrons que toute cate´gorie triangule´e alge´brique engendre´e par un ensemble d’objets est
A∞-pre´triangule´e, c’est-a`-dire qu’elle est e´quivalente a` H
0twA, ou` twA est l’A∞-cate´gorie des
objets tordus d’une certaine A∞-cate´gorie A.
Nous de´montrons ainsi une partie des e´nonce´s d’alge`bre homologique presente´s par M. Kont-
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sevich pendant son cours “Cate´gories triangule´es et ge´ome´trie” [Kon98].
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Introduction
Nous renvoyons a` [Kel01a] et [Kel01b] pour une introduction aux A∞-alge`bres et leurs modules.
Cette the`se contient, entre autres, les de´monstrations de´taille´es des e´nonce´s de [Kel01a]. Hormis
[Kon98] et [Kel01a], nous nous sommes appuye´s principalement sur l’article de V. Hinich [Hin01]
et sur les travaux suivants : [Sta63a], [Pro85], [GJ90], [HK91], [GLS91], [Mar96], [Hin97]. Certains
des re´sultats de cette the`se ont e´te´ obtenus re´cemment et de manie`re inde´pendante par K. Fukaya
[Fuk01a], P. Seidel [Sei], A. Lazarev [Laz02], V. Lyubashenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soi-
belmann [KS02b], [KS02a].
Structures strictes et structures a` homotopie pre`s
Les structures de l’alge`bre classique que l’on appelle strictes, par exemple les alge`bres associatives,
commutatives ou les alge`bres de Lie, se sont re´ve´le´es insuffisantes en topologie car elles ne sont
pas compatibles avec l’homotopie. Ainsi, si X est un espace de lacets et Y est un espace topolo-
gique homotope a` X , il n’est pas toujours possible de transfe´rer la structure de H-espace (qui est
stricte) de X vers Y . C’est pour pallier ce de´faut que J. Stasheff [Sta63a] a introduit la notion de
structure A∞, qui est un assouplissement de celle de semigroupe topologique. Les structures A∞
font partie des structures a` homotopie pre`s, c’est a` dire des structures dont “le de´faut de stric-
titude” est controˆle´ de manie`re cohe´rente par des homotopies d’ordre supe´rieur. Pour certaines
structures a` homotopie pre`s, des homotopies d’ordre supe´rieur sont connues de longue date comme
les ope´rations de Steenrod [Ste47], [Ste52] ou les produits de Massey. Les structures a` homotopie
pre`s se comportent bien relativement aux e´quivalences d’homotopie : si un objet (topologique ou
diffe´rentiel gradue´) est muni d’une structure a` homotopie pre`s, on peut sous certaines conditions la
translater sur un autre objet quand ce dernier est homotope a` l’objet de de´part. La premie`re partie
de cette the`se traitera des A∞-structures alge´briques, c’est-a`-dire des A∞-structures dans le cadre
de l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e. Dans la deuxie`me partie nous e´tudierons leurs ge´ne´ralisations
au cadre cate´gorique.
A∞-structures alge´briques
Soit K un corps. Une A∞-alge`bre [Sta63b] est un K-espace vectoriel Z-gradue´ A muni de mor-
phismes gradue´s
mi : A
⊗i → A, i ≥ 1,
de degre´ 2−i, ve´rifiant des e´quations dont la premie`re dit quem1 est une diffe´rentielle, la deuxie`me
que m1 est une de´rivation pour la multiplication m2 et la troisie`me
m2(m2 ⊗ 1)−m2(1⊗m2) = δ(m3)
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que le de´faut d’associativite´ de m2 est mesure´ par le bord de m3 dans l’espace diffe´rentiel gradue´
Hom(A⊗3, A). Intuitivement, une A∞-alge`bre est donc une “alge`bre diffe´rentielle gradue´e dont le
de´faut d’associativite´ est controˆle´ (au sens fort) par des homotopies d’ordre supe´rieur”. Si A et A′
sont deux A∞-alge`bres, un A∞-morphisme f : A→ A′ est une suite de morphismes gradue´s
fi : A
⊗i → A′, i ≥ 1,
de degre´ 1 − i, ve´rifiant des e´quations dont les premie`res affirment que f1 est un morphisme de
complexes qui est compatible aux multiplications m2 et m
′
2 a` une homotopie f2 pre`s. De la meˆme
manie`re, si f et g sont des A∞-morphismes A→ A′, une homotopie h entre f et g est une suite de
morphismes
hi : A
⊗i → A′, i ≥ 1,
de degre´ −i, qui ve´rifient des e´quations dont les deux premie`res affirment que h1 est une homotopie
entre les “morphismes d’alge`bres diffe´rentielles gradue´es”




Soit A une A∞-alge`bre. Un A-polydule (appele´ A∞-module sur A dans la litte´rature) est un K-
espace vectoriel Z-gradue´ M muni de morphismes gradue´s
mMi :M ⊗A
⊗i−1 →M, i ≥ 1,
de degre´ 2 − i, ve´rifiant des e´quations dont les premie`res affirment que mM1 est une diffe´rentielle
et que mM2 de´finit une action de l’alge`bre (fortement homotopiquement) associative A dont la
compatibilite´ a` la multiplication de A est controˆle´e par l’homotopie d’ordre supe´rieurmM3 . Comme
pour les A∞-alge`bres, on a des A∞-morphismes entres A-polydules et des homotopies entre les
A∞-morphismes.
Lien avec la the´orie des ope´rades
Certains arguments de la the`se sont lie´s a` la the´orie des ope´rades (par exemple, la the´orie de l’obs-
truction des A∞-alge`bres (B.1)). Nous n’utiliserons pas explicitement le formalisme des ope´rades
dans nos e´nonce´s (et leurs de´monstrations), lui pre´fe´rant une approche na¨ıve. Rappelons ne´anmoins
quelques faits et re´fe´rences sur ce sujet.
Les complexes cellulaires de Stasheff {Ki × Σi}i≥2 (voir [Sta63a]) forment une ope´rade to-
pologique [May72]. Les complexes de chaˆınes qui leur sont associe´s forment donc une ope´rade
diffe´rentielle gradue´e. C’est l’ope´rade des A∞-alge`bres. Les ope´rades diffe´rentielles gradue´es ont
e´te´ e´tudie´e abondamment au de´but des anne´es 90 [HS93], [GJ94], [GK94] pour expliciter le lien
entre les structures strictes et les structures a` homotopie pre`s [GK94], [Mar96], [Mar99], [Mar00].
En ce qui concerne les structures A∞, on retiendra des ope´rades deux re´sultats : l’ope´rade des A∞-
alge`bres est le mode`le minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] de l’ope´rade des alge`bres
associatives Ass ; le dual de Koszul Ass! de Ass est la co-ope´rade des coge`bres co-associatives.
Chapitre 1 : une the´orie de l’homotopie des A∞-alge`bres.
Rappelons pour commencer un re´sultat de H. J. Munkholm. Soit DA la cate´gorie des alge`bres
diffe´rentielles gradue´es (ve´rifiant certaines conditions sur la graduation et sur la connexite´) et Ho DA
la localisation de DA par rapport aux quasi-isomorphismes. Soit DASH la cate´gorie des alge`bres
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diffe´rentielles gradue´es dont les morphismes sont les A∞-morphismes. Utilisant les ide´es de J. Sta-
sheff et S. Halperin [SH70], H. J. Munkholm [Mun78] (voir aussi [Mun76]) a montre´, premie`rement,
que la relation d’homotopie sur HomDA(A,A
′), A,A′ ∈ DA, (qui n’est pas une relation d’e´quivalence
en ge´ne´ral) s’e´tend en une relation sur les espaces de morphismes HomDASH(A,A
′) qui est une
relation d’e´quivalence quelles que soient A et A′, et deuxie`mement, que la cate´gorie HoDA est
e´quivalente au quotient de DASH par cette relation d’e´quivalence. En d’autres termes, quitte a` aug-
menter le nombre de morphismes entre alge`bres diffe´rentielles gradue´es, la localisation par rapport
aux quasi-isomorphismes est e´quivalente au passage au quotient par rapport a` l’homotopie. Dans
la premie`re partie de ce chapitre, nous ge´ne´raliserons les re´sultats de [Mun78] aux A∞-alge`bres.
Un A∞-quasi-isomorphisme f est un A∞-morphisme tel que f1 est un quasi-isomorphisme. Nous
montrons les re´sultats suivants :
(The´ore`me de l’homotopie) La relation d’homotopie sur les A∞-morphismes est une relation d’e´quiva-
lence (1.3.1.3 a).
(The´ore`me des A∞-quasi-isomorphismes) Tout A∞-quasi-isomorphisme d’A∞-alge`bres est inver-
sible a` homotopie pre`s (1.3.1.3 b).
L’analogue topologique du the´ore`me des A∞-quasi-isomorphismes est duˆ a` M. Fuchs [Fuc76] (voir
aussi [Fuc65]). Dans sa the`se [Pro85], A. Proute´ a montre´ les deux the´ore`mes sous des conditions
sur la graduation ou la connexite´ (voir aussi [Kad87]). La ne´ce´ssite´ de ge´ne´raliser ces re´sultats est
due fait que dans les constructions de K. Fukaya et al. de A∞-alge`bres (A∞-cate´gories), des com-
posantes non nulles peuvent apparaˆıtre en tout degre´ entier. Dans le cas ge´ne´ral, nous de´duirons les
the´ore`mes ci-dessus des re´sultats suivants : la construction bar B est une e´quivalence de cate´gories
entre Alg∞, la cate´gorie des A∞-alge`bres, et la sous-cate´gorie des objets cofibrants et fibrants d’une
cate´gorie de mode`les Cogc de coge`bres (1.3.1.2). La construction bar fait correspondre l’homotopie
des A∞-morphismes a` l’homotopie a` gauche de Cogc entre morphismes entre objets cofibrants et
fibrants (1.3.4.1) et les A∞-quasi-isomorphismes aux e´quivalences faibles (1.3.3.5).
La cate´gorie Cogc en question est la cate´gorie des coge`bres diffe´rentielles gradue´es cocomple`tes.
Soit Alg la cate´gorie des alge`bres diffe´rentielles gradue´es et Ω : Cogc → Alg la construction cobar.
La structure de cate´gorie de mode`les de Cogc (1.3.1.2. a) est telle que le couple de foncteurs adjoints
(Ω, B) : Cogc → Alg,
est une e´quivalence de Quillen (1.3.1.2. b). L’utilisation de ce couple de foncteurs adjoints pour
e´tudier la cate´gorieAlg[Qis−1] remonte aux anne´es 70 avec les travaux de D. Husemoller, J. C. Moore
et J. Stasheff [HMS74] (voir aussi [EM66]). Ils conside`rent les alge`bres augmente´es diffe´rentielles,
gradue´es positivement d’une part et les coge`bres co-augmente´es diffe´rentielles, gradue´es positive-
ment et connexes d’autre part, et montrent que la localisation de la cate´gorie des alge`bres par
rapport aux quasi-isomorphismes est e´quivalente a` la localisation de la cate´gorie des coge`bres
par rapport aux quasi-isomorphismes. Sans les hypothe`ses sur la graduation ou la connexite´, leur
e´nonce´ n’est plus vrai. Dans le cas ge´ne´ral (1.3.1.2), nous devons remplacer la classe des quasi-
isomorphismes de Cogc par une classe de morphismes (appele´s e´quivalences faibles) qui est stric-
tement contenue dans celle des quasi-isomorphismes (1.3.5.1. c). Nous montrons qu’entre deux
coge`bres gradue´es positivement, les e´quivalences faibles sont exactement les quasi-isomorphismes
(voir 1.3.5.1. e). Nos re´sultats ge´ne´ralisent donc [HMS74, Chap. II, Thm. 4.4 et Thm. 4.5].
Notre de´monstration du fait que Cogc admet une structure de cate´gorie de mode`les (1.3.1.2)
suit les ide´es de V. Hinich [Hin01] inspire´es de celles de Quillen [Qui67], [Qui69]. Nous relevons
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la structure de cate´gorie de mode`les de Alg le long de l’adjonction (Ω, B). Cette adjonction est
du meˆme type que l’adjonction entre la cate´gorie des alge`bres de Lie diffe´rentielles gradue´es et
la cate´gorie des coge`bres cocommutatives diffe´rentielles gradue´es en homotopie rationnelle. Elle
provient de la dualite´ de Koszul entre l’ope´rade Ass et la co-ope´rade des coge`bres co-associatives.
La caracte´risation des objets fibrants de Cogc peut eˆtre interpre´te´e comme une conse´quence du
fait que l’ope´rade des A∞-alge`bres est le mode`le minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96]
de l’ope´rade des alge`bres associatives. Ce fait implique que l’obstruction a` la construction par
re´currence des morphismes gradue´s mi, i ≥ 1, de´finissant une A∞-structure sur un objet gradue´
A est de la forme “mn+1 doit tuer un certain cocycle (construit a` partir des mi, 1 ≤ i ≤ n)” (voir
B.1.2). La condition qui mesure l’obstruction a` la construction par re´currence des A∞-morphismes
est du meˆme type (B.1.5). Nous appelons l’e´tude de ces obstructions la the´orie de l’obstruction des
A∞-alge`bres. Cette the´orie est l’objet de l’appendice (B.1).
A la fin du chapitre 1, nous rede´montrerons (1.4.1.1) la “compatibilite´ des structures A∞ a`
l’homotopie” : soit A une A∞-alge`bre et
g : (V, d)→ (A,mA1 )
une e´quivalence d’homotopie de complexes. Il existe une structure d’A∞-alge`bre sur V telle que
mV1 est e´gale a` d et telle que V et A sont homotopes en tant qu’A∞-alge`bres. Ce re´sultat est
bien connu. T. Kadeishvili [Kad80] et A. Proute´ [Pro85] l’ont montre´ dans le cas ou` d = 0 et sous
des hypothe`ses sur la graduation et la connexite´ en utilisant la me´thode des obstructions. Le cas
ge´ne´ral est duˆ a` V. K. A. M. Gugenheim, L. A. Lambe et J. Stasheff [GLS91] qui utilisent “l’astuce
du tenseur” invente´e par J. Huebschmann [Hue86]. Le point essentiel de leur de´monstration est
que le lemme de perturbation [Gug72] est compatible a` une structure additionnelle (de coge`bre
dans notre cas). Sur ce sujet, voir aussi [HK91], [GL89] et les rappels historiques de la section
1.4. Notre de´monstration de la “compatibilite´ a` l’homotopie” (section 1.4.1.1) sera base´e sur la
the´orie des obstructions (B.1). La “compatibilite´ a` l’homotopie” implique que toute A∞-alge`bre A
admet un mode`le minimal, i. e. une structure A∞ sur l’homologie H
∗A telle que H∗A et A sont
homotopes en tant qu’A∞-alge`bres (1.4.1.4). Le lien entre un certain mode`le minimal obtenu par
notre me´thode et celui obtenu par le lemme de perturbation [GLS91] est de´crit en (1.4.2.1).
La “minimalite´” du mode`le H∗A ci-dessus se re´fe`re au fait que la coge`bre tensorielle B(H∗A)
est un mode`le minimal (au sens de H. J. Baues et J.-M. Lemaire [BL77]) de la coge`bre BA.
Chapitre 2 : une the´orie de l’homotopie des polydules.
Soit A une A∞-alge`bre augmente´e. Rappelons que dans cette the`se les structures commune´ment
appele´es A∞-modules sur A sont appele´es A-polydules (“poly” car la structure est donne´e par
plusieurs multiplications).
Le but de ce chapitre est de de´crire la cate´gorie de´rive´eD∞A dont les objets sont les A-polydules
strictement unitaires. On adapte pour cela les me´thodes d’alge`bre homotopique du chapitre 1 aux
A-polydules. La cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre qui n’est pas munie d’une augmentation sera
e´tudie´e au chapitre 4.
Soit C une coge`bre diffe´rentielle gradue´e co-augmente´e cocomple`te et ComcC la cate´gorie des C-
comodules diffe´rentiels gradue´s co-unitaires cocomplets. Nous construisons (2.2.2.2) une structure
de cate´gorie de mode`les sur ComcC qui est telle que, si A est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e
augmente´e et τ : C → A une cochaˆıne tordante admissible acyclique, le couple de foncteurs adjoints
“produits tensoriels tordus” (2.2.1)
( ⊗τ A, ?⊗τ C) : ComcC → ModA
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est une e´quivalence de Quillen. Les foncteurs “produits tensoriels tordus” remplacent ici les construc-
tions bar et cobar du chapitre pre´ce´dent. La cate´gorie homotopique HoComcC (voir appendice A)
est donc e´quivalente a` la cate´gorie de´rive´e
DA = HoModA.
Dans [HMS74], D. Husemoller, J. C. Moore et J. Stasheff ont de´montre´ un re´sultat (le the´ore`me
5.15) un peu plus ge´ne´ral mais sous des hypothe`ses sur la graduation et la connexite´. Nous ne
conside´rerons pas ici les alge`bres et les coge`bres e´tendues (voir [HMS74]), nous restreignant a`
l’e´tude se´pare´e des (co)alge`bres et de leurs (co)modules. Remarquons juste que notre re´sultat
(2.2.2.2) ge´ne´ralise la spe´cialisation du the´ore`me 5.15 de [HMS74] a` la sous-cate´gorie forme´e des
alge`bres e´tendues (M,A, 0), ou` A est une alge`bre fixe´e et M un A-module, et a` son image dans la
cate´gorie des coge`bres e´tendues.
Nous e´tudions ensuite les objets fibrants de ComcC pour une certaine classe de coge`bres C.
Soit A une A∞-alge`bre augmente´e et Mod∞A la cate´gorie des A-polydules strictement unitaires
dont les morphismes sont les A∞-morphismes strictement unitaires. Notons B
+A la construction
bar co-augmente´e de la re´duction A de A. Lorsque C est une coge`bre isomorphe a` B+A, nous
montrons (2.4.1.3) a` l’aide de la the´orie de l’obstruction (B.2) qu’un objet de ComcC est fibrant si
et seulement si il est facteur direct d’un objet presque colibre. Comme tous les objets de ComcC sont
cofibrants, la sous-cate´gorie des objets cofibrants et fibrants est l’image essentielle de la construction
bar des A-polydules strictement unitaires. Nous en de´duisons (2.4.2.2) que la cate´gorie de´rive´e
D∞A = Mod∞A[{Qis}
−1]
est e´quivalente au quotient de la cate´gorie Mod∞A par la relation d’homotopie (ceci montre le
the´ore`me des A∞-quasi-isomorphismes pour les A-polydules). La structure triangulaire de D∞A
sera e´tudie´e dans la section (2.4.3).
Dans la section 2.5, nous e´tudions, par les meˆmes me´thodes, la cate´gorie de´rive´e des bipolydules
(appele´s A∞-bimodules dans la litte´rature) strictement unitaires sur deux A∞-alge`bres augmente´es.
Nous utiliserons les re´sultats de cette section dans la seconde partie de la the`se qui concerne les
A∞-cate´gories.
Chapitre 3 : les unite´s.
Une K-alge`bre associative (A, µ) est unitaire si elle est munie d’un morphisme η : K → A ve´rifiant
les relations
µ(η ⊗ 1) = 1 et µ(1⊗ η) = 1.
Il existe plusieurs rele`vements de la notion d’unitarite´ aux A∞-alge`bres. Nous en e´tudions deux :
l’unitarite´ stricte (de´ja` pre´sente dans la version topologique de J. Stasheff [Sta63a]) et l’unitarite´
homologique. L’unitarite´ stricte est la notion qui nous permettra de ge´ne´raliser certaines proprie´te´s
classiques des alge`bres unitaires aux A∞-alge`bres. L’unitarite´ homologique, plus ge´ne´rale, apparaˆıt
dans les exemples ge´ome´triques [Fuk93]. Nous montrons que d’un point de vue homotopique il n’y
a pas de diffe´rence entre ces deux rele`vements possibles de la notion d’unitarite´. Plus pre´cise´ment,





la cate´gorie des A∞-alge`bres homologiquement





la cate´gorie des A∞-alge`bres strictement unitaires dont les morphismes sont les A∞-morphismes










deviennent e´quivalentes apre`s passage
a` l’homotopie (3.2.4.4). La de´monstration de ce re´sultat sera base´e sur une the´orie de l’obstruction
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des A∞-structures minimales (B.4) et sur l’existence d’un mode`le minimal strictement unitaire
pour les A∞-alge`bres strictement unitaires (3.2.4.1).
Re´cemment, K. Fukaya [FOOO01], [Fuk01b], P. Seidel [Sei], A. Lazarev [Laz02] et V. Lyuba-
shenko [Lyu02] ont e´tudie´ le proble`me des unite´s de manie`re inde´pendante. Le rele`vement de la
notion d’unitarite´ de V. Lyubashenko se spe´cialise a` notre notion d’unitarite´ homologique si on
travaille sur un corps (V. Lyubashenko travaille sur un anneau commutatif quelconque).
Chapitre 4 : la cate´gorie de´rive´e.
Ici, nous de´finissons la cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre quelconque A (non ne´cessairement
strictement unitaire). Nous montrerons que, lorsque A est strictement unitaire, sa cate´gorie de´rive´e
admet les quatre descriptions suivantes (4.1.3.1) :
D1. la sous-cate´gorie triangule´e TriaA de la cate´gorie de´rive´e D∞(A+) (ou` A+ est l’augmentation
de A et D∞(A
+) est de´finie dans le chapitre 2),
D2. la cate´gorie
H∞A = Mod∞A/∼
ou`Mod∞A est la cate´gorie desA-polydules strictement unitaires et∼ est la relation d’homotopie,




ou` Qis est la classe des A∞-quasi-isomorphismes de Mod∞A,




ou` Modstrict∞ A est la sous-cate´gorie non pleine de Mod∞A dont les morphismes sont les A∞-
morphismes stricts.
Nous montrerons (4.1.3.8) que si A est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire, la cate´gorie
de´rive´e DA (voir par exemple [Kel94a]) est e´quivalente aux cate´gories de´finies ci-dessus.
Chapitre 5 : pre´liminaires sur les A∞-cate´gories.
La notion d’A∞-cate´gorie est une ge´ne´ralisation naturelle de celle d’A∞-alge`bre. Au de´but des
anne´es 90, les travaux de K. Fukaya [Fuk93] (voir aussi [Fuk01b]) ont montre´ qu’elle apparaˆıt na-
turellement dans l’e´tude de l’homologie de Floer. Inspire´ par ces travaux, M. Kontsevich, dans son
expose´ [Kon95] au congre`s international, a donne´ une interpre´tation conjecturale de la syme´trie
miroir comme l’“ombre” d’une e´quivalence entre les cate´gories de´rive´es de deux A∞-cate´gories
d’origine ge´ome´trique (voir aussi [PZ98] ou` cette conjecture a e´te´ de´montre´e pour les courbes ellip-
tiques). Dans la suite de cette the`se, nous ge´ne´ralisons au cadre A∞-cate´gorique les constructions
fondamentales de la the´orie des cate´gories : le foncteur de Yoneda, les cate´gories de foncteurs, les
e´quivalences de cate´gories, etc. , et de´montrons certains des re´sultats e´nonce´s ou implicites dans
[Kon98]. Nous utiliserons ou adapterons pour cela certaines me´thodes de la premie`re partie de la
the`se.
Une A∞-cate´gorie est une A∞-alge`bre avec plusieurs objets, et re´ciproquement, une A∞-alge`bre
est une A∞-cate´gorie avec un objet. Les proble`mes souleve´s par l’augmentation du nombre d’objets
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sont nombreux et la ge´ne´ralisation des re´sultats des chapitres pre´ce´dents est parfois tre`s technique
(par exemple pour l’homotopie entre A∞-morphismes). Nous introduisons une bicate´gorie C dont
les objets sont les ensembles. Comme C est une bicate´gorie, pour tout ensemble O, la cate´gorie des
morphismes C(O,O) est une cate´gorie mono¨ıdale (voir [ML98, Chap. XII, §6]). Nous de´finissons
(5.1.2.1) une petite A∞-cate´gorie dont l’ensemble des objets est en bijection avec un ensemble O
comme une A∞-alge`bre dans C(O,O). Nous de´finissons ensuite les A∞-foncteurs et les cate´gories
diffe´rentielles gradue´es C∞A et C∞(A,B) de A-polydules et A-B-bipolydules strictement unitaires
(A et B sont des A∞-cate´gories strictement unitaires). Un lemme clef qui sera utile pour la construc-
tion de l’A∞-foncteur de Yoneda (chapitre 7) est de´montre´ en (5.3.0.1).
Chapitre 6 : la torsion d’A∞-cate´gories.
Dans ce chapitre, nous ge´ne´ralisons aux A∞-alge`bres une technique de torsion bien connue en
the´orie des de´formations (pour un panorama, voir par exemple [Hue99]). Soit A une A∞-cate´gorie.





x⊗ . . .⊗ x
)
= 0.
Nous montrons (6.1.2 et 6.2.4) qu’une solution x de cette e´quation (lorsqu’elle a un sens) donne
une nouvelle A∞-cate´gorie Ax appele´e la torsion de A par x. La torsion des A∞-alge`bres est due
a` K. Fukaya qui l’a introduite (ainsi que celle des L∞-alge`bres) dans [Fuk01b] et [Fuk01a] pour
l’e´tude des A∞-de´formations. Nos formules pour les compositions tordues m
x
i , i ≥ 1, de Ax sont
les meˆmes (a` des signes e´quivalents pre`s) que dans [Fuk01b] mais la de´monstration du fait qu’elles
de´finissent bien une structure d’A∞-cate´gorie est diffe´rente. Nous de´crivons ensuite la torsion des
A∞-foncteurs (6.1.3 et 6.2.5) et des (bi)polydules (6.1.4 et 6.2.6) par des solutions de l’e´quation de
Maurer-Cartan. Nous montrons aussi que si un A∞-foncteur f induit un quasi-isomorphisme dans
les espaces de morphismes, sa torsion fx induit elle aussi un quasi-isomorphisme dans les espaces
de morphismes (6.1.3.4).
La torsion sera utile dans les chapitres 7 et 8.
Chapitre 7 : l’A∞-foncteur de Yoneda et les objets tordus.
Soit A une cate´gorie. Rappelons que le foncteur de Yoneda est le foncteur
A → ModA, A 7→ HomA( , A).
Dans ce chapitre, nous relevons ce foncteur en un A∞-foncteur (7.1.0.1)
y : A → C∞A, A 7→ HomA( , A),
ou` A est une A∞-cate´gorie. Si A est strictement unitaire, nous montrons que l’A∞-foncteur y est
strictement unitaire et qu’il se factorise par l’A∞-cate´gorie des objets tordus twA (7.1.0.4). Les
compositions de l’A∞-cate´gorie twA sont obtenues par torsion (chapitre 6).
Si G est une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e unitaire, la cate´gorie (diffe´rentielle gradue´e) des
objets tordus est due a` A. I. Bondal et M. M. Kapranov [BK91] (ils la notent Pr-Tr+G). Le
but de [BK91] est de pallier un de´faut des axiomes des cate´gories triangule´es pour de´crire les
cate´gories de´rive´es [Ver77] : le coˆne n’est pas fonctoriel. Plutoˆt que les cate´gories triangule´es,
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ils conside`rent les cate´gories pre´-triangule´es de´crites a` l’aide de la cate´gorie des objets tordus
et montrent l’e´quivalence de cate´gories suivante : soit E une cate´gorie pre´-triangule´e (H0E est
alors triangule´e). Soit G une sous-cate´gorie pleine de E . La sous-cate´gorie triangule´e triaG ⊂ H0E
engendre´e par G est e´quivalente a` la cate´gorie triangule´e H0(Pr-Tr+G). Dans le cas A∞, on a les
meˆmes re´sultats : nous montrons (7.4) que si A est une A∞-cate´gorie strictement unitaire, les
cate´gories
H0twA et triaA ⊂ D∞A
sont e´quivalentes (comme annonce´ dans [Kon95]). De plus, nous montrons (section 7.6) que toute
cate´gorie triangule´e alge´brique qui est engendre´e par un ensemble d’objets est A∞-pre´-triangule´e,
i. e. elle est e´quivalente a` H0twA, pour une certaine A∞-cate´gorie A.
Soit A une A∞-cate´gorie strictement unitaire. La cate´gorie C∞A est diffe´rentielle gradue´e et
l’A∞-foncteur de Yoneda y : A → C∞A induit (7.4.0.1) un quasi-isomorphisme dans les espaces de
morphismes. Nous en de´duisons que l’image y(A) ⊂ C∞A est une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e
unitaire qui est quasi-isomorphe a` A. Ceci montre que d’un point de vue homologique, l’e´tude des
A∞-cate´gories strictement unitaires (et meˆme homologiquement unitaires, par le chapitre 3) revient
a` l’e´tude des cate´gories diffe´rentielles gradue´es unitaires. Concernant les cate´gories diffe´rentielles
gradue´es et leurs cate´gories de´rive´es, on renvoie a` [Kel94a], [Kel99].
Chapitre 8 : l’A∞-cate´gorie des A∞-foncteurs.
Soit A et B deux A∞-cate´gories strictement unitaires. Nous de´finissons (8.1.1 et 8.1.3) une A∞-
cate´gorie Func∞(A,B) dont les objets sont les A∞-foncteurs strictement unitaires A → B. La
difficulte´ consiste a` de´finir les compositions supe´rieures des morphismes entre A∞-foncteurs. Nous
utiliserons pour cela la me´thode de la torsion du chapitre 6. Cette A∞-cate´gorie est fonctorielle enA
et B (8.1.2). Nous en de´duisons une 2-cate´gorie cat∞ dont les objets sont les petites A∞-cate´gories
strictement unitaires et les espaces de morphismes A → B sont les cate´gories
cat∞(A,B) = H
0Func∞(A,B), A,B ∈ Obj cat∞.
Nous caracte´risons (8.2.2.3) ensuite les e´le´ments
H ∈ HomFunc∞(A,B)(f, g), f, g : A → B
qui deviennent des isomorphismes f → g dans la cate´gorie cat∞(A,B). La de´monstration de cette
caracte´risation utilisera l’existence d’un A∞-foncteur de Yoneda ge´ne´ralise´ (8.2.1)
z : Func∞(A,B)→ C∞(A,B)
qui induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.
L’A∞-cate´gorie Func∞(A,B) a e´te´ construite inde´pendamment par K. Fukaya [Fuk01b], V. Lyu-
bashenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS02a], [KS02b]. Bien qu’obtenues par des
me´thodes diffe´rentes, les compositions de Func∞(A,B) de [Lyu02] sont les meˆmes que les noˆtres.
Chapitre 9 : les A∞-e´quivalences.
Soit A une A∞-cate´gorie strictement unitaire. Dans (9.1), nous relevons la notion d’isomorphisme
de H0A a` A. Nous montrons ensuite qu’un A∞-foncteur f : A → B est une A∞-e´quivalence si
et seulement si f1 est un quasi-isomorphisme et s’il induit une e´quivalence de cate´gories (au sens
classique) entre H0A et H0B (9.2). D’autres de´monstrations de cette caracte´risation (annonce´e
dans [Kon98]) se trouvent dans [Fuk01b] et [Lyu02].
Chapitre 1
The´orie de l’homotopie des
A∞-alge`bres
Introduction
Rappelons trois re´sultats classiques sur les A∞-alge`bres :
1. (Relation d’homotopie) La relation d’homotopie sur les A∞-morphismes est une relation
d’e´quivalence (1.3.1.3 a).
2. (A∞-quasi-isomorphisme) Tout A∞-quasi-isomorphisme d’A∞-alge`bres est inversible a` ho-
motopie pre`s (1.3.1.3 b).
3. (Mode`le minimal) Toute A∞-alge`bre admet un mode`le minimal (1.4.1.4).
Dans la litte´rature, les re´sultats 1 et 2 sont de´montre´s pour les A∞-alge`bres ve´rifiant certaines
conditions sur leur graduation ou leur connexite´ (voir les re´fe´rences figurant dans le corps du cha-
pitre). Le but de ce chapitre est de les ge´ne´raliser aux A∞-alge`bres quelconques.
Plan du chapitre
Le chapitre est divise´ en quatre sections. Dans la section 1.1, on fixe les notations et on de´finit les
alge`bres libres et les coge`bres tensorielles.
Dans la section 1.2, on de´finit les A∞-alge`bres, les A∞-morphismes et les homotopies entre
A∞-morphismes. On rappelle les constructions bar et cobar (1.2.2).
Dans la section 1.3, nous montrons le re´sultat principal (1.3.1.2) de ce chapitre :
La cate´gorie Cogc des coge`bres diffe´rentielles gradue´es cocomple`tes admet une structure de cate´gorie
de mode`les qui la rend Quillen-e´quivalente a` la cate´gorie de mode`les Alg des alge`bres diffe´rentielles
gradue´es. Tous les objets de Cogc sont cofibrants et les objets fibrants de Cogc sont ceux qui, en
tant que coge`bres gradue´es, sont isomorphes a` des coge`bres tensorielles re´duites.
La de´monstration du fait que la cate´gorie Cogc admet une telle structure nous a e´te´ inspire´e du
travail de V. Hinich [Hin01]. Nous conside´rons des objets filtre´s et e´tudions dans ce cadre les
proprie´te´s des constructions bar et cobar. La caracte´risation des objets cofibrants sera imme´diate
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car les cofibrations sont les injections. La caracte´risation des objets fibrants sera un re´sultat plus
profond, conse´quence du the´ore`me (1.3.3.1) : la cate´gorie des A∞-alge`bres Alg∞ admet une struc-
ture de “cate´gorie de mode`les sans limites” dont la classe des e´quivalences faibles est forme´e des
A∞-quasi-isomorphismes.
Notre de´monstration de ce re´sultat sera entie`rement base´e sur la the´orie de l’obstruction (voir
appendice B.1). Elle peut donc eˆtre interpre´te´e comme une conse´quence du fait que l’ope´rade des
A∞-alge`bres est un mode`le cofibrant minimal au sens de M. Markl [Mar96] pour l’ope´rade des
alge`bres associatives.
Les A∞-alge`bres s’identifient par la construction bar aux objets fibrants et cofibrants de Cogc.
Les re´sultats 1 et 2 cite´s plus haut apparaˆıtront alors comme des cas particuliers de re´sultats
fondamentaux de l’alge`bre homotopique de Quillen (voir appendice A).
Dans la section 1.4, nous remontrons (1.4.1.4) le re´sultat 3 (mode`le minimal). Notre de´monstration
utilisera la the´orie de l’obstruction. Ensuite, nous comparons (1.4.2.1) un mode`le minimal obtenu
ainsi avec celui obtenu graˆce au lemme de perturbation (voir par ex. [HK91]).
1.1 Rappels et notations
1.1.1 Objets diffe´rentiels gradue´s
Nous fixons des notations que nous utiliserons tout au long de ce chapitre.
La cate´gorie de base
Soit K un corps. Soit C une cate´gorie K-line´aire abe´lienne, semi-simple, cocomple`te, aux colimites
filtrantes exactes (i.e. une K-cate´gorie de Grothendieck semi-simple). Nous supposons en outre que
C est munie d’une structure de cate´gorie mono¨ıdale K-biline´aire donne´e par un foncteur
⊗ : C× C → C,
un objet neutre e, et des contraintes d’associativite´ et d’unitarite´
X ⊗ (Y ⊗ Z) ≃ (X ⊗ Y )⊗ Z, X ⊗ e ≃ X ≃ e⊗X, X, Y, Z ∈ C.
Nous supposons que pour tout objetX de C, les foncteursX⊗ et ⊗X sont exacts et commutent
aux colimites filtrantes.
La cate´gorie des K-espaces vectoriels ve´rifie bien suˆr ces hypothe`ses. La raison pour laquelle
nous travaillons dans un cadre plus ge´ne´ral est l’apparition naturelle d’autres exemples dans l’e´tude
des A∞-cate´gories (voir le chapitre 5).
Objets gradue´s
Un objet gradue´ (sur C) est une suite M = (Mp)p∈Z d’objets de C. Soit deux objets gradue´s M
et L. La cate´gorie GrC des objets gradue´s a pour espace des morphismes de M dans L l’espace






p, Lp+r), r ∈ Z.
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On appelle morphismes gradue´s de degre´ r les e´le´ments de la r-ie`me composante. Le produit ten-
soriel de deux objets gradue´s M et L a pour composantes
(M ⊗ L)n =
⊕
p+q=n
Mp ⊗ Lq, n ∈ Z.
Soit f :M →M ′ et g : L→ L′ deux morphismes gradue´s de degre´ r et s. Le produit tensoriel
f ⊗ g :M ⊗ L→M ′ ⊗ L′
est le morphisme de degre´ r + s dont la n-ie`me composante est induite par les morphismes
(−1)psfp ⊗ gq : Mp ⊗ Lq →M ′p+r ⊗ L′q+s, p+ q = n.
L’e´le´ment neutre pour le produit tensoriel gradue´ est l’objet gradue´ dont toutes les composantes
sont nulles sauf la 0-ie`me, qui vaut e. Nous le notons aussi e. La cate´gorie GrC est ainsi munie
d’une structure de cate´gorie mono¨ıdale. On de´finit le foncteur suspension S : GrC → GrC par
(SM)i =M i+1, i ∈ Z.
Nous notons
sM : M → SM
le morphisme gradue´ fonctoriel de degre´ −1 de composantes
siM = 1Mi :M
i → (SM)i−1, i ∈ Z.
Le morphisme s−1 est note´ ω. Remarquons l’e´galite´




Un objet diffe´rentiel gradue´ (ou complexe) est un couple (M,d), ou` M est un objet gradue´ et
d est une diffe´rentielle, c’est-a`-dire un endomorphisme de M de degre´ +1, tel que d2 = 0. Le
sous-objet ZiM = ker di de M i est l’objet des cycles de degre´ i du complexe M . Le sous-objet
BiM = Im di−1 de ZiM est l’objet des bords de degre´ i du complexe M . Si (M,dM ) et (L, dL) sont
deux complexes, nous munissons l’espace des morphismes gradue´s HomGrC(M,L) de la diffe´rentielle
δ dont les composantes sont
δr : HomGrC(M,L)
r → HomGrC(M,L)r+1, r ∈ Z.
f 7→ dL ◦ f − (−1)rf ◦ dM
La cate´gorie CC a pour objets les complexes et pour espaces de morphismes
HomCC(M,L) = Z
0(HomGrC(M,L), δ).
Si M et L sont deux complexes, on munit le produit tensoriel gradue´ M ⊗ L de la diffe´rentielle
dM⊗L = dM ⊗ 1L + 1M ⊗ dL.
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Nous avons ainsi muni CC d’une structure de cate´gorie mono¨ıdale d’objet neutre l’objet gradue´
e muni de la diffe´rentielle nulle. Si M est un complexe, nous munissons sa suspension SM de la
diffe´rentielle
dSM = −sM ◦ dM ◦ s
−1
M .
Le foncteur homologie H : CC → GrC envoie un complexe M sur l’objet gradue´ HM de
composantes
HiM = ZiM/BiM, i ∈ Z.
Un quasi-isomorphisme de CC est un morphisme qui induit un isomorphisme en homologie. Un
complexe est acyclique s’il est quasi-isomorphe a` l’objet nul. Deux morphismes de complexes f, g :
M → L sont homotopes s’il existe un morphisme r : M → L de degre´ −1 tel que δ(r) = f − g.
L’homotopie est une relation d’e´quivalence. La cate´gorie HC a pour objets les complexes et pour
espaces de morphismes de M dans L les classes d’homotopie de morphismes de la cate´gorie CC :
HomHC(M,L) = H
0(HomGrC(M,L), δ).
Nous notons encore H : HC → GrC le foncteur induit par le foncteur homologie.
1.1.2 Alge`bres et coge`bres
Alge`bres
Soit M l’une des cate´gories C, GrC ou CC. Une alge`bre (A, µ) dans M est un objet A muni d’une
multiplication µ : A⊗A→ A associative (et de degre´ 0 si M = GrC). De´finissons µ(2) = µ, et pour
tout n ≥ 3, µ(n) : A⊗n → A par
µ(n) = µ(1⊗ µ(n−1)).
Pour n ≥ 1, on appelle cokµ(n+1) l’alge`bre des n-irre´ductibles de A.
Soit f, g : A → B deux morphismes d’alge`bres. Une (f, g)-de´rivation est un morphisme D :
A→ B ve´rifiant la re`gle de Leibnitz
D ◦ µ = µ ◦ (f ⊗D +D ⊗ g).
Une de´rivation de l’alge`bre A est une (1A,1A)-de´rivation.





muni de la multiplication µ dont les composantes
V ⊗i ⊗ V ⊗j → V ⊗i+j → TV
sont donne´es par la contrainte d’associativite´ de la cate´gorie mono¨ıdale M. Une alge`bre A de M
est libre si elle est isomorphe a` TV pour un objet V de M. Nous avons alors V ≃ cokµA.
Lemme 1.1.2.1 (proprie´te´ universelle de l’alge`bre tensorielle)
Soit (A, µ) une alge`bre. Pour n ≥ 1, nous notons jn : V
⊗n → T (V ) l’injection canonique.
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a. L’application f 7→ f ◦j1 est une bijection de l’ensemble des morphismes d’alge`bres T (V )→ A
sur l’ensemble des morphismes V → A de M (de degre´ 0 si M = GrC). L’application inverse






−→ A, n ≥ 1.
b. Soit f, g : A→ B deux morphismes d’alge`bres. L’application D 7→ D ◦ j1 est une bijection de
l’ensemble des (f, g)-de´rivations sur l’ensemble des morphismes V → A de M. L’application





(f⊗l ⊗ h⊗ g⊗j)
 , n ≥ 1.

Une alge`bre gradue´e (resp. diffe´rentielle gradue´e) est une alge`bre de la cate´gorie GrC (resp. de la
cate´gorie CC). Nous notons Alg la cate´gorie des alge`bres diffe´rentielles gradue´es. Un morphisme de
Alg est un quasi-isomorphisme s’il induit un isomorphisme en homologie. Une alge`bre diffe´rentielle
gradue´e est presque libre si elle est libre en tant qu’alge`bre gradue´e. Deux morphismes f, g : A→ B
de Alg sont homotopes s’il existe une (f, g)-de´rivation H : A→ B gradue´e de degre´ −1 telle que
f − g = dH +Hd.
Il re´sultera de la proposition A.13 applique´e a` l’exemple 1.3.1.1 que, si l’alge`bre A est presque libre,
la relation d’homotopie est une relation d’e´quivalence sur l’ensemble des morphismes d’alge`bres de
A dans B.
Coge`bres
Une coge`bre dans M est la donne´e d’un objet C muni d’une comultiplication ∆ : C → C⊗C co-
associative, i. e. (∆⊗1)∆ = (1⊗∆)∆. De´finissons ∆(2) = ∆ et, pour tout n ≥ 3, ∆(n) : C → C⊗n
par
∆(n) = (1⊗n−2 ⊗∆) ◦∆(n−1).
Soit n ≥ 1. Le noyau C[n] = ker∆
(n+1) est une sous-coge`bre de C ; nous l’appelons la sous-coge`bre
des n-primitifs de C. La suite croissante de sous-coge`bres
C[1] ⊂ C[2] ⊂ C[3] ⊂ · · ·
est la filtration primitive de la coge`bre C. La coge`bre C est cocomple`te si l’on a
colimC[i] = C.
Soit f et g : C → B deux morphismes de coge`bres. Une (f, g)-code´rivation est un morphisme
D : C → B ve´rifiant l’identite´ duale de la re`gle de Leibniz
∆ ◦D = (f ⊗D +D ⊗ g) ◦∆.
Une code´rivation de C est une (1C ,1C)-code´rivation.
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muni de la comultiplication dont la n-ie`me composante
V ⊗n −→ ⊕i+j=nV
⊗i ⊗ V ⊗j −→ T cV ⊗ T cV,
est la somme des morphismes V ⊗n → V ⊗i ⊗ V ⊗j donne´s par la contrainte d’associativite´ de la
structure mono¨ıdale de M. Remarquons que si C est isomorphe a` une coge`bre tensorielle re´duite,
elle est isomorphe a` T c(C[1]). Les coge`bres tensorielles re´duites sont cocomple`tes.
Lemme 1.1.2.2 (proprie´te´ universelle de la coge`bre tensorielle)
Soit C une coge`bre cocomple`te. Pour n ≥ 1, nous notons pn : T c(V ) → V ⊗n la projection cano-
nique.
a. L’application f 7→ p1 ◦ f est une bijection de l’ensemble des morphismes de coge`bres sur
l’ensemble des morphismes C → V de M (de degre´ 0 si M = GrC). L’application inverse






−→ V ⊗n, n ≥ 1.
b. Soit f, g : C → T cV deux morphismes de coge`bres. L’application D 7→ p1 ◦ D est une
bijection de l’ensemble des (f, g)-code´rivations C → T cV sur l’ensemble des morphismes
C → V . L’application inverse associe a` h : C → V la (f, g)-code´rivation cod(h) : C → T cV
dont la n-ie`me composante est ∑
l+1+j=n
(f⊗l ⊗ h⊗ g⊗j)
 ◦∆(n), n ≥ 1.





fait de C = e une coge`bre. Elle n’est pas cocomple`te. Aucun morphisme non nul C → V ne se
rele`ve en un morphisme de coge`bres C → T cV.
Nous notons Cog la cate´gorie des coge`bres diffe´rentielles gradue´es et Cogc la sous-cate´gorie de
Cog forme´e des coge`bres cocomple`tes. Deux morphismes f, g : C → B de coge`bres diffe´rentielles
gradue´es sont homotopes s’il existe une (f, g)-code´rivation gradue´e H : C → B de degre´ −1 telle
que
f − g = dH +Hd.
Il re´sultera du the´ore`me 1.3.1.2 et du lemme A.12 que, si la coge`bre gradue´e sous-jacente a` B est
isomorphe a` une coge`bre gradue´e tensorielle re´duite, l’homotopie est une relation d’e´quivalence sur
l’ensemble des morphismes de coge`bres de C dans B.
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1.2 A∞-alge`bres et A∞-coge`bres
1.2.1 De´finitions
De´finition 1.2.1.1 Soit n un entier ≥ 1. Une An-alge`bre est un objet A de GrC muni d’une famille
de morphismes gradue´s
mi : A
⊗i → A, 1 ≤ i ≤ n,




⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l) = 0
dans HomGrC(A
⊗m, A), ou` les entiers i, j, k, l sont tels que j + k + l = m et i = j + 1 + l. Une
A∞-alge`bre (ou alge`bre fortement homotopiquement associative) est un objet A de GrC muni de
morphismes gradue´smi : A
⊗i → A, i ≥ 1, de degre´ 2− i ve´rifiant l’e´quation (∗m) pour tout m ≥ 1.
De´finition 1.2.1.2 Un An-morphisme d’An-alge`bres f : A → B est une famille de morphismes
gradue´s
fi : A
⊗i → B, 1 ≤ i ≤ n,




⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l) =
∑
(−1)smr(fi1 ⊗ . . .⊗ fir)
dans HomGrC(A
⊗m, B), ou` les entiers i, j, k, l dans la somme de gauche sont tels que j + k+ l = m











Un An-morphisme f est strict si fi = 0 pour tout i ≥ 2. La composition d’un An-morphisme






(−1)sgr(fi1 ⊗ . . .⊗ fir )
en tant que morphisme de A⊗m sur C, ou` s est le meˆme signe que pre´ce´demment. L’identite´ de
l’An-alge`bre A est le An-morphisme tel que f1 = 1A et fi = 0 si 2 ≤ i ≤ m. Un A∞-morphisme est
une famille de morphismes gradue´s fi : A
⊗i → B, i ≥ 1, de degre´ 1 − i ve´rifiant l’e´quation (∗∗m)
pour tout m ≥ 1. Pour les A∞-alge`bres, les composantes de la composition et de l’identite´ sont
de´finies par les meˆmes formules que pour les An-alge`bres..
Il re´sultera de la section 1.2.2 qu’on obtient ainsi une cate´gorie. Notons Alg∞ la cate´gorie des
A∞-alge`bres. De meˆme, pour tout n ≥ 1, on obtient la cate´gorie Algn des An-alge`bres.
Remarque 1.2.1.3 La de´finition des A∞-alge`bres implique les formules suivantes qui expliquent
l’autre appellation d’une A∞-alge`bre : alge`bre fortement homotopiquement associative. L’e´galite´
(∗1) m1m1 = 0
montre que (A,m1) est un complexe. L’e´galite´
(∗2) m1m2 = m2 (m1 ⊗ 1+ 1⊗m1)
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de morphismes A⊗2 → A signifie que la diffe´rentielle m1 est une de´rivation pour la multiplication
m2. L’e´galite´
(∗3) m2(m2 ⊗ 1− 1⊗m2) = m1m3 +m3 (m1 ⊗ 1⊗ 1+ 1⊗m1 ⊗ 1+ 1⊗ 1⊗m1)




Ceci signifie que l’objet gradue´Amuni de la multiplicationm2 est une alge`bre dont la multiplication
est associative a` homotopie pre`s.
De meˆme, la de´finition d’un A∞-morphisme f : A→ B implique les formules suivantes. L’e´galite´
(∗∗1) f1m1 = m1f1
signifie que le morphisme gradue´ f1 est un morphisme de complexes. L’e´galite´
(∗∗2) f1m2 = m2 (f1 ⊗ f1) +m1f2 + f2 (m1 ⊗ 1+ 1⊗m1)




Remarque 1.2.1.4 Si (V, d) est un complexe, les morphismes
m1 = d, mi = 0 pour i ≥ 2
de´finissent une structure d’A∞-alge`bre sur V . La cate´gorie CC des complexes est une sous-cate´gorie
non pleine de Alg∞.
Remarque 1.2.1.5 Si ((A, d),m) est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e, les morphismes
m1 = d, m2 = m, mi = 0 pour i ≥ 3
de´finissent une structure d’A∞-alge`bre sur A. Re´ciproquement, si dans une A∞-alge`bre A, les
multiplications mi sont nulles pour i ≥ 3, le complexe (A,m1) muni de la multiplication m2 :
A ⊗ A → A est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e. La cate´gorie Alg des alge`bres diffe´rentielles
gradue´es est une sous-cate´gorie non pleine de Alg∞.
De´finition 1.2.1.6 Un A∞-quasi-isomorphisme f est un A∞-morphisme tel que f1 est un quasi-
isomorphisme de complexes.
De´finition 1.2.1.7 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres. Soit f et g deux A∞-morphismes A → A′.
Une homotopie entre f et g est une famille de morphismes
hi : A
⊗i → B, 1 ≤ i,
de degre´ −i ve´rifiant, pour tout 1 ≤ n, l’e´quation (∗ ∗ ∗n)
fn − gn =
∑
(−1)smr+1+t(fi1 ⊗ . . .⊗ fir ⊗ hk ⊗ gj1 ⊗ . . .⊗ git)
+
∑
(−1)jk+lhi(1⊗j ⊗mk ⊗ 1⊗l)
dans HomGrC(A

















Deux A∞-morphismes d’A∞-alge`bres f et g sont homotopes si il existe une homotopie entre f et
g.
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De´finition 1.2.1.8 Une A∞-coge`bre (ou coge`bre fortement homotopiquement co-associative) est
un objet C de GrC muni d’une famille de morphismes gradue´s
∆i : C → C
⊗i, i ≥ 1,





dont les composantes sont les
−ω⊗i ◦∆i ◦ s (ou` ω = s
−1)






et que, pour tout m ≥ 1, on a∑
(−1)i+jk(1⊗i ⊗∆j ⊗ 1
⊗k)∆l = 0,
ou` les les entiers i, j, k, l dans la somme de gauche sont tels que i+ j + k = m et l = i+ 1 + k.
La construction cobar ci-dessous permettra de mieux comprendre cette de´finition.
1.2.2 Constructions bar et cobar
La construction bar est due a` S. Eilenberg et S. Mac Lane [EML53] pour les alge`bres diffe´rentielles
gradue´es (voir aussi [Car55]) et a` J. Stasheff [Sta63b] pour les A∞-alge`bres. Elle permet, entre
autres, de reformuler la de´finition des A∞-structures. Elle donne aussi une explication (1.2.2.2)
des signes apparaissant dans les e´quations (∗m) de la de´finition des A∞-alge`bres. La construction
cobar est l’analogue de la construction bar dans le cas des A∞-coge`bres [Ada56].
Construction bar
Soit A un objet gradue´. Soit une famille de morphismes gradue´s
mi : A
⊗i → A, i ≥ 1,
de degre´ 2− i. Pour tout i ≥ 1, nous de´finissons une bijection
HomGrC(A
⊗i, A) → HomGrC((SA)⊗i, SA)
mi 7→ bi
par la relation
bi = −s ◦mi ◦ ω
⊗i ou` ω = s−1.
Remarquons que le morphisme bi est de degre´ +1.
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de composantes les bi se rele`ve en une unique code´rivation
b : T c(SA) −→ T c(SA).
Lemme 1.2.2.1 (J. Stasheff [Sta63b]) Les propositions suivantes sont e´quivalentes :
a. Les mi de´finissent une structure de A∞-alge`bre sur A.




⊗j ⊗ bk ⊗ 1
⊗l) = 0.
c. La code´rivation b est une diffe´rentielle, i. e. b2 = 0.
De´monstration : L’e´quivalence entre les deux premiers points re´sulte des e´galite´s suivantes dans
HomGrC(A
⊗i, SA)
bi ◦ (1⊗j ⊗ bk ⊗ 1⊗l) = smiω⊗i ◦ (1⊗j ⊗ smkω⊗k ⊗ 1⊗l)
= (−1)l smi ◦ (ω
⊗j ⊗ (mk ◦ ω
⊗k)⊗ ω⊗l)
= (−1)l+jk smi ◦ (1⊗j ⊗mk ⊗ 1⊗l) ◦ ω⊗n.
Comme la code´rivation b est de degre´ impair, son carre´ est encore une code´rivation. Par le lemme
1.1.2.2, nous avons donc b2 = 0 si et seulement si p1b
2 = 0. Ceci montre l’e´quivalence des deux
derniers points. 
Remarque 1.2.2.2 (signes) Le choix de la bijection mi ↔ bi n’est pas canonique. Un autre
choix donnerait d’autres signes dans les e´quations (∗m) de la de´finition 1.2.1.1.
De´finition 1.2.2.3 La coge`bre diffe´rentielle gradue´e (T c(SA), b) associe´e a` une A∞-alge`bre A est
note´e BA et s’appelle la construction bar de A.
Soit A et A′ deux A∞-alge`bres. Pour tout i ≥ 1, nous de´finissons une bijection
HomGrC(A
⊗i, A′) → HomGrC((SA)⊗i, SA′)
par la relation
ω ◦ Fi = (−1)
|Fi|fi ◦ ω
⊗i
ou` Fi est un morphisme gradue´ de degre´ |Fi|. Soit une famille de morphismes gradue´s
fi : A
⊗i → A′, i ≥ 1,
de degre´ 1− i. Soit
F : BA −→ BA′
le morphisme de coge`bres gradue´es qui rele`ve le morphisme⊕
i≥1
(SA)⊗i −→ SA′
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de composantes les Fi. Une de´monstration similaire a` celle du lemme 1.2.2.1 montre que les fi
de´finissent un morphisme d’A∞-alge`bres si et seulement si F est compatibles aux diffe´rentielles.
Ainsi, les e´quations (∗∗m) sont la traduction du fait que la (F, F )-code´rivation F ◦ bBA− bBA′ ◦F
s’annule.
Soit A et A′ deux A∞-alge`bres. Soit f et g deux A∞-morphismes d’A∞-alge`bres. Notons F
et G les morphismes de coge`bres BA → BA′ correspondant a` f et g. Soit H : BA → BA′ une
(F,G)-code´rivation de degre´ −1. Elle est de´termine´e (1.1.2.2) par sa compose´e avec la projection
sur SA′
p1 ◦H : BA→ SA
′.
dont les composantes sont note´es
Hi : (SA)
⊗i → SA′, i ≥ 1.
Les bijections Fi ↔ fi envoient les morphismes Hi sur des morphismes hi : A⊗i → A′, i ≥ 1.
Ceci de´finit une bijection de l’ensemble des (F,G)-code´rivations de degre´ −1 vers le produit des
espaces de morphismes gradue´sA⊗i → A′, i ≥ 1, de degre´−i. Cette bijection envoie une homotopie
H : BA→ BA′ entre les morphismes de coge`bres F et G sur l’homotopie entre les A∞-morphismes
f et g de´finie par la famille
hi : A
⊗i → A′, i ≥ 1.
Les e´quations (∗ ∗ ∗m) de la de´finition 1.2.1.7 sont la traduction de l’e´quation F −G = δ(H).
On obtient ainsi un foncteur B : Alg∞ → Cogc appele´ le foncteur construction bar. Il envoie des
A∞-morphismes homotopes sur des morphismes homotopes de coge`bres. La construction bar induit
une e´quivalence entre la cate´gorie des A∞-alge`bres et la sous-cate´gorie pleine de Cogc forme´e des
coge`bres diffe´rentielles gradue´es dont la coge`bre gradue´e sous-jacente est isomorphe a` une coge`bre
gradue´e tensorielle re´duite.




Nous notons T c[n]V cette coge`bre. Un raisonnement analogue a` celui que nous venons de faire pour
les A∞-alge`bres permet de construire un foncteur pleinement fide`le
Bn : Algn → Cogc
qui envoie une An-alge`breA sur la coge`bre diffe´rentielle gradue´e (T c[n](SA), b), ou` b est la diffe´rentielle
construite a` l’aide de la bijection bi ↔ mi.
Construction cobar
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par la relation
Di = −ω
⊗i ◦∆i ◦ s.
Soit une famille de morphismes gradue´s
∆i : C → C
⊗i, i ≥ 1,











Graˆce au lemme 1.1.2.1, le morphisme gradue´ S−1C → TS−1C obtenue ainsi s’e´tend en une
unique de´rivation d’alge`bres de TS−1C. A l’aide du lemme 1.1.2.1, nous montrons qu’on a D2 = 0
si et seulement si les ∆i de´finissent une structure d’A∞-coge`bre sur C. Ainsi, les diffe´rentielles de
l’alge`bre TS−1C sont en bijection avec les structures d’A∞-coge`bre sur l’objet gradue´ C.
De´finition 1.2.2.4 On note ΩC l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e (TS−1C,D) associe´e a` une A∞-
coge`bre C. Elle s’appelle la construction cobar de C.
La cate´gorie Cog∞ des A∞-coge`bres a pour objets les A∞-coge`bres. On de´finit ses morphismes de
telle manie`re que la construction cobar
Ω : Cog∞ −→ Alg
devienne un foncteur pleinement fide`le. La cate´gorie des coge`bres diffe´rentielles gradue´es s’identifie
alors a` une sous-cate´gorie (non pleine) de la cate´gorie des A∞-coge`bres.
On note encore B (resp. Ω) la restriction de la construction bar (resp. cobar) aux alge`bres
(resp. coge`bres cocomple`tes) diffe´rentielles gradue´es.
Lemme 1.2.2.5 Le foncteur Ω : Cogc → Alg est adjoint a` gauche au foncteur B : Alg → Cogc.
De´monstration : Ce lemme est bien connu. Soit A une alge`bre et C une coge`bre cocomple`te.




Soit F : C → BA un morphisme de coge`bres. Comme BA est une coge`bre tensorielle re´duite en
tant que coge`bre gradue´e, la donne´e de F e´quivaut (1.1.2.2) a` celle de
f = p1F : C → SA.
Posons τ = ω ◦ f. La condition dBA ◦ F − F ◦ dC = 0 se traduit par le fait que τ est une cochaˆıne
tordante, c’est-a`-dire que l’on a
dA ◦ τ + τ ◦ dC +m ◦ τ
⊗2 ◦∆ = 0.
Le morphisme gradue´ f ′ = τ ◦ s s’e´tend de manie`re unique (1.1.2.1) en un morphisme d’alge`bres
F ′ : ΩC → A car ΩC est libre sur S−1C en tant qu’alge`bre gradue´e. La compatibilite´ de F ′ a` la
diffe´rentielle est e´quivalente au fait que τ est une cochaˆıne tordante. 
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1.3 Cogc comme cate´gorie de mode`les
Plan de la section
Cette section est divise´e en cinq sous-sections.
Dans la premie`re sous-section (1.3.1), nous rappelons [Hin97] la structure de cate´gorie de
mode`les sur la cate´gorie Alg des alge`bres diffe´rentielles gradue´es. Nous e´nonc¸ons le the´ore`me prin-
cipal (1.3.1.2) et en de´duisons the´ore`me des A∞-quasi-isomorphismes (1.3.1.3. a) et le the´ore`me
de l’homotopie (1.3.1.3. b).
Dans la deuxie`me sous-section 1.3.1, nous montrons le the´ore`me principal (1.3.1.2). Pour la
caracte´risation des objets fibrants de Cogc, nous aurons besoin de certains re´sultats de la sous-
section suivante.
Dans la sous-section 1.3.3, nous montrons que la cate´gorie Alg∞ admet une structure de
“cate´gorie de mode`les sans limites” (1.3.3.1). Nous montrons ensuite que la construction bar
B : Alg∞ → Cogc est compatible aux structures de cate´gorie de mode`les (“sans limites”) de
Alg∞ et Cogc (1.3.3.5).
Dans la sous-section 1.3.4, nous comparons l’homotopie a` gauche (au sens des cate´gories
de mode`les) avec l’homotopie “au sens classique” sur les morphismes de coge`bres diffe´rentielles
gradue´es cocomple`tes.
Dans la sous-section 1.3.5, nous comparons les e´quivalences faibles de Cogc avec les quasi-
isomorphismes de Cogc.
1.3.1 Le the´ore`me principal
Le lecteur qui n’est pas familier avec les cate´gories de mode`les au sens de Quillen trouvera dans
l’appendice A quelques rappels de certains e´nonce´s clefs et les re´fe´rences classiques.
La cate´gorie de mode`les Alg
Dans la cate´gorie Alg des alge`bres diffe´rentielles Z-gradue´es (1.1.2), conside´rons les trois classes
de morphismes suivantes :
- la classe Qis des quasi-isomorphismes,
- la classe Fib des morphismes f : A→ B tels que fn est un e´pimorphisme pour tout n ∈ Z,
- la classe Cof des morphismes qui ont la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par rapport aux
morphismes appartenant a` Qis ∩ Fib.
Soit E l’une des sous-cate´gories pleines de Alg dont les objets sont respectivement
(I) les alge`bres A telles que Ap = 0 pour tout p > 0,
(II) les alge`bres A telles que Ap = 0 pour tout p ≤ 0.
H. Munkholm a de´montre´ dans [Mun78] que E devient une cate´gorie de mode`les si on la munit de
E ∩Qis, E ∩ Fib et de la classe des morphismes de E qui ont la proprie´te´ de rele`vement a` gauche
par rapport aux morphismes de E ∩ Qis ∩ Fib. Le re´sultat de H. Munkholm a e´te´ renforce´ par
V. Hinich :
The´ore`me 1.3.1.1 (Hinich [Hin97]) La cate´gorie Alg munie des classes de morphismes de´finies
ci-dessus est une cate´gorie de mode`les. Les alge`bres cofibrantes sont les alge`bres qui sont isomorphes
a` une alge`bre presque libre. Toutes les alge`bres sont fibrantes. 
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Le cas plus ge´ne´ral ou` l’anneau de base n’est pas un corps est duˆ a` J. F. Jardine [Jar97]. S. Schwede
et B. Shipley [SS00] ont ge´ne´ralise´ ces re´sultats a` des cate´gories d’alge`bres dans des cate´gories de
mode`les mono¨ıdales1.
Le the´ore`me principal et ses conse´quences
Dans la cate´gorie Cogc des coge`bres cocomple`tes diffe´rentielles gradue´es, nous conside´rons les
trois classes de morphismes suivantes :
- la classe Eq des e´quivalences faibles est forme´e des morphismes f : C → D tels que ΩF :
ΩC → ΩD est un quasi-isomorphisme d’alge`bres,
- la classe Cof des cofibrations est forme´e des morphismes f : C → D qui, en tant que
morphismes de complexes, sont des monomorphismes,
- la classe Fib des fibrations est forme´e des morphismes qui ont la proprie´te´ de rele`vement a`
droite par rapport aux cofibrations triviales.
Il s’ave`re que la classe des e´quivalences faibles est strictement incluse dans la classe des quasi-
isomorphismes de coge`bres (voir 1.3.5). De l’autre coˆte´, il est bien connu (et nous le rede´montrerons,
voir la proposition 1.3.5.1) qu’un quasi-isomorphisme entre coge`bres cocomple`tes est une e´quivalence
faible si les deux coge`bres sont concentre´es en degre´s < −1 ou en degre´s ≥ 0.
The´ore`me 1.3.1.2 a. La cate´gorie Cogc munie des trois classes de morphismes ci-dessus est
une cate´gorie de mode`les. Tous ses objets sont cofibrants. Un objet de Cogc est fibrant si et
seulement si sa coge`bre gradue´e sous-jacente est isomorphe a` une coge`bre tensorielle re´duite.
b. Munissons la cate´gorie Alg de la structure de cate´gorie de mode`les du the´ore`me 1.3.1.1. La
paire de foncteurs adjoints (Ω, B) de Cogc dans Alg est une e´quivalence de Quillen.
De´monstration : Voir la section suivante 1.3.2. 
Le point b du the´ore`me renforce des the´ore`mes classiques (voir [Moo71], [HMS74, th. 4.4 et 4.5]).
Il semble eˆtre nouveau sous la forme que nous donnons. Notre de´monstration est une adaptation de
celle de Hinich [Hin01], base´e a` son tour sur celle de Quillen [Qui69]. Le fait que les foncteurs bar et
cobar induisent des e´quivalences inverses l’une de l’autre dans les cate´gories homotopiques est non
trivial mais sa de´monstration n’est pas tre`s difficile. De´duisons maintenant, graˆce aux techniques
d’alge`bre homotopique de Quillen (voir appendice A) le the´ore`me des A∞-quasi-isomorphismes, le
the´ore`me de l’homotopie et la ge´ne´ralisation du the´ore`me [Mun78, Thm. 6.2] de H. J. Munkholm.
Corollaire 1.3.1.3 a. La relation d’homotopie (voir 1.2.1.7) dans Alg∞ est une relation d’e´qui-
valence.
b. Un quasi-isomorphisme d’A∞-alge`bres est une e´quivalence d’homotopie (i. e. un isomorph-
isme dans la cate´gorie quotient de Alg∞ par la relation d’homotopie).
c. Soit dash la sous-cate´gorie pleine de Alg∞ forme´e des alge`bres diffe´rentielles gradue´es. Notons




1“mono¨ıdales” se rapporte a` “cate´gories” (”mode`le” est masculin).
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L’ide´e du point c remonte a` J. Stasheff et S. Halperin [SH70]. Il a e´te´ de´montre´ sous les condi-
tions (I) ou (II) (voir en haut de cette section) par H. J. Munkholm [Mun78]. Les points a et b
sont connus (surtout parmi les spe´cialistes de l’homotopie rationnelle) depuis le de´but des anne´es
80, au moins pour des A∞-alge`bres connexes (i. e. concentre´es en degre´s homologiques ≥ 1), voir
par exemple A. Proute´ [Pro85, chap. 4] ou T. V. Kadeishvili [Kad87].
De´monstration : Par la section 1.2.2, nous savons que deux morphismes d’A∞-alge`bres
f, g : A→ A′
sont homotopes si et seulement si Bf et Bg sont des morphismes de coge`bres homotopes. Par
le the´ore`me principal (1.3.1.2), la coge`bre BA′ est fibrante dans Cogc et tout objet de Cogc est
cofibrant. Acceptons provisoirement (voir 1.3.4.1 plus bas) le re´sultat suivant : la relation d’homo-
topie au sens classique sur HomCogc(BA,BA
′) est e´gale a` la relation d’homotopie a` gauche pour la
cate´gorie de mode`les Cogc.
a. C’est le lemme A.12 applique´ a` la cate´gorie de mode`les ferme´e Cogc.
b. Un A∞-quasi-isomorphisme f : A→ A′ induit (voir 1.3.3.5 plus bas) un morphisme
Bf : BA→ BA′,
qui est une e´quivalence faible de Cogc entre objets fibrants et cofibrants. Il est donc inversible a`
homotopie pre`s dans Cogc (voir la proposition A.13).












Son image est isomorphe a` dash/∼. 
1.3.2 De´monstration du the´ore`me principal
Notre de´monstration du the´ore`me principal 1.3.1.2 ne´cessite l’e´tude pre´alable des alge`bres et
des coge`bres filtre´es.
Objets filtre´s
Soit M l’une des cate´gories GrC ou CC. Une filtration d’un objet X de M est une suite croissante
X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xi ⊂ Xi+1 ⊂ · · · , i ∈ N
de sous-objets de X . Elle est exhaustive si l’on a
colimXi = X.
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Elle est admissible si elle est exhaustive et si X0 = 0. Un objet filtre´ de M est un objet de M muni
d’une filtration. Soit X et Y deux objets filtre´s. L’objet gradue´ GrX associe´ a` X est de´fini par la
suite d’objets de M
Gr0 = X0, GriX = Xi/Xi−1, i ≥ 1.
Un morphisme f : X → Y de M est un morphisme d’objets filtre´s si on a
f(Xi) ⊂ Yi
pour tout i ∈ N. Le produit tensoriel X ⊗ Y est muni de la filtration de´finie par la suite
(X ⊗ Y )i =
∑
p+q=i
Xp ⊗ Yq, i ∈ N.
Ceci munit la cate´gorie des objets filtre´s de M d’une structure de cate´gorie mono¨ıdale dont l’e´le´ment
neutre est l’objet e muni de la filtration ei = e, i ∈ N. La suspension SX de l’objet de M sous-
jacent a` X est munie de la filtration donne´e par (SM)i = SMi, i ∈ N.
Un complexe filtre´ est un objet filtre´ de CC.
De´finition 1.3.2.1 Soit X et Y deux complexes filtre´s. Un morphisme f : X → Y est un quasi-
isomorphisme filtre´ si les morphismes
GriC → GriD, i ∈ N,
induits par f sont des quasi-isomorphismes de complexes.
Une alge`bre filtre´e (resp. coge`bre filtre´e) est une alge`bre (resp. coge`bre) dans la cate´gorie des
complexes filtre´s. Une coge`bre filtre´e admissible est une coge`breC munie d’une filtration admissible.
Notons qu’on a alors
∆Ci+1 ⊂ Ci ⊗ Ci, i ∈ N.
Nous montrerons (1.3.2.2) que tout quasi-isomorphisme filtre´ entre coge`bres filtre´es admissibles est
une e´quivalence faible de Cogc.
Soit C une coge`bre filtre´e, cocomple`te en tant que coge`bre. La filtration de C induit une
filtration sur chaque puissance tensorielle de S−1C. Nous obtenons ainsi une filtration d’alge`bre
sur la construction cobar ΩC. Soit C et D deux coge`bres filtre´es cocomple`tes. Munissons les
constructions cobar ΩC et ΩD des filtrations induites par celles de C et D. La construction
cobar envoie un morphisme de coge`bres filtre´es f : C → D sur un morphisme d’alge`bres filtre´es
Ωf : ΩC → ΩD.
Soit A une alge`bre filtre´e. La filtration de A induit une filtration de coge`bre sur la construction
bar BA de A. Soit A et A′ deux alge`bres filtre´es. Munissons les constructions bar BA et BA′ des
filtrations induites par celles de A et de A′. La construction bar envoie un morphisme d’alge`bres
filtre´es f : A→ A′ sur un morphisme de coge`bres filtre´es Bf : BA→ BA′.
Soit C une coge`bre cocomple`te. La filtration primitive de la coge`bre C est de´finie par la suite
des sous-coge`bres des i-primitifs C[i], i ≥ 1, comple´te´e par C[0] = 0. Comme la cate´gorie de base
C est semi-simple, la filtration primitive de C est une filtration de coge`bre. Elle est admissible et
induit une filtration sur ΩC, qui induit une filtration sur la construction bar BΩC. Nous appelons
cette dernie`re filtration la filtration C-primitive de BΩC.
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Lemme 1.3.2.2 Un quasi-isomorphisme filtre´ de coge`bres filtre´es admissibles est une e´quivalence
faible.
De´monstration : Soit C et D deux coge`bres admissibles et f : C → D un quasi-isomorphisme
filtre´. Nous allons montrer que le morphisme d’alge`bre
Ωf : ΩC → ΩD
est un quasi-isomorphisme filtre´ pour les filtrations de ΩC et ΩD induites par celles de C et D.
On rappelle que la diffe´rentielle de ΩC est l’unique code´rivation d qui rele`ve le morphisme
S−1C → ΩC
de composantes non nulles ωdCs et ω∆s
⊗2. Munissons ΩC de la filtration induite par celle de C.












, l ≥ 0.
La contribution de ω∆s⊗2 dans la diffe´rentielle d de GriΩC fait de´croˆıtre la filtration. Ainsi, seul le
morphisme ωdCs contribue a` la diffe´rentielle de l’objet gradue´ associe´ au Fl, l ≥ 1. Le morphisme
GriΩC −→ GriΩD
est filtre´ pour cette filtration et il induit clairement un quasi-isomorphisme dans les objets gradue´s.

Lemme 1.3.2.3 a. Soit A et A′ deux alge`bres diffe´rentielles gradue´es. La construction bar
envoie un quasi-isomorphisme d’alge`bres f : A → A′ sur un quasi-isomorphisme filtre´ f :
BA→ BA′ pour la filtration primitive.
b. Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e. Le morphisme d’adjonction
φ : ΩBA −→ A
est un quasi-isomorphisme d’alge`bres.
c. Soit C une coge`bre cocomple`te. Munissons C de la filtration primitive et BΩC de la filtration
C-primitive. Le morphisme d’adjonction
ψ : C −→ BΩC
est un quasi-isomorphisme filtre´.
De´monstration : a. La filtration primitive de BA a pour objet gradue´ associe´
Gri(BA) = (SA)
⊗i, i ∈ N.
Par le the´ore`me de Ku¨nneth, un quasi-isomorphisme f : A → A′ induit un quasi-isomorphisme
dans ces sous-quotients.
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b. Nous allons donner des filtrations exhaustives sur A et ΩBA de fac¸on a` ce que le morphisme
d’adjonction devienne un quasi-isomorphisme filtre´. Soit la filtration de A de´finie par Ai = A, i ≥ 1
et A0 = 0. Munissons ΩBA de la filtration induite par la filtration primitive de BA. Le morphisme
d’adjonction
φ : ΩBA −→ A
est clairement un morphisme filtre´. Il induit un morphisme
Gri(ΩBA) −→ GriA, i ∈ N,
dans les objets gradue´s qui est l’identite´ de A si i = 1, et qui est nul si i ≥ 2. Pour montrer que
le morphisme d’adjonction est un quasi-isomorphisme, il suffit donc de montrer que, pour i ≥ 2,
le complexe Gri(ΩBA) est contractile. Soit le complexe V = SA. Remarquons que nous avons un





qui identifie a` la composante Gri(ΩBA), i ≥ 1, a` la somme des
S−1V ⊗i1 ⊗ . . .⊗ S−1V ⊗ik ⊂ (S−1T cV )⊗k,
ou` k ≥ 1 et ou` i1 + . . .+ ik = i. Soit i ≥ 2. Soit le morphisme gradue´ r : Gri(ΩBA) → Gri(ΩBA)
de degre´ −1 donne´ par les morphismes
S−1V ⊗i1 ⊗ S−1V ⊗i2 ⊗ . . .⊗ S−1V ⊗ik → S−1V ⊗i1+i2 ⊗ . . .⊗ S−1V ⊗ik
que nous de´finissons comme nuls si i1 6= 1 et valant η ◦ (s ⊗ 1⊗k) sinon ; ici η est l’isomorphisme
naturel
V ⊗ S−1V ⊗i2 ⊗ . . .⊗ S−1V ⊗ik
∼
−→ S−1V ⊗1+i2 ⊗ . . .⊗ S−1V ⊗ik .
Nous ve´rifions que le morphisme gradue´ r est une homotopie contractante du complexe Gri(ΩBA).
c. Nous devons montrer que le morphisme de complexes
ψ : GrC → Gr(BΩC)
est un quasi-isomorphisme. Posons W = Gr(S−1C). Comme C est admissible, la comultiplication




est la somme des complexes
Vi =
⊕
SW⊗i1 ⊗ . . .⊗ SW⊗ik , i ≥ 1,
ou` k ≥ 1 et i1 + . . .+ ik = i. La compose´e du morphisme
GrC → GrBΩC
avec la projection sur les Vi est nulle si i ≥ 2 et c’est l’identite´ de GrC si i = 1. Il reste a` montrer
que Vi est contractile pour i ≥ 2. Soit i ≥ 2. Soit r : Vi → Vi le morphisme gradue´ de degre´ −1
de´fini par les morphismes
SW⊗i1+i2 ⊗ . . .⊗ SW⊗ik // SW⊗i1 ⊗ SW⊗i2 ⊗ . . .⊗ SW⊗ik
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que nous de´finissons comme nuls si i1 6= 1 et, comme η ◦ (s⊗1⊗i−1) sinon ; ici η est l’isomorphisme
naturel
S−1W⊗1+i2 ⊗ . . .⊗ S−1W⊗ik
∼
−→W ⊗ S−1W⊗i2 ⊗ . . .⊗ S−1W⊗ik .
Nous ve´rifions que le morphisme r est une homotopie contractante de Vi. 
De´monstration du the´ore`me principal 1.3.1.2
Commenc¸ons par quelques lemmes pre´liminaires.
Lemme 1.3.2.4 Soit C une coge`bre et C′ une sous-coge`bre de C telle que ∆C ⊂ C′ ⊗ C′. La
construction cobar envoie l’inclusion C′ →֒ C sur une cofibration standard (1.3.2.5).
Pour de´montrer ce lemme et le suivant, nous aurons besoin de la description suivante [Hin97]
des cofibrations de Alg : notons A♯ le complexe sous-jacent a` une alge`bre diffe´rentielle gradue´e A et
FV = TV l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e libre sur le complexe V . Soit A une alge`bre diffe´rentielle
gradue´e et M un complexe. Soit α : M → A♯ un morphisme de complexes. On note C(α) le coˆne
de α dans la cate´gorie CC. Notons A〈M,α〉 la colimite dans Alg du diagramme
A← F (A♯)→ FC(α).
De´finition 1.3.2.5 Un morphisme f : A → B est une cofibration standard s’il est la colimite
d’une suite de morphismes compose´s
A = A0 → A1 → . . .→ An−1 → An, n ≥ 1,
ou` toutes les fle`ches Ai → Ai+1 sont donne´es par les morphismes canoniques
Ai → Ai〈Mi, αi〉 = Ai+1
pour des morphismes de complexes αi : Mi → A
♯
i . Une cofibration standard triviale est une co-
fibration standard telle que tous les complexes Mi sont contractiles (i. e. isomorphes a` 0 dans
HC.)
Les faits suivants sont de´montre´s dans [Hin97] : Toute cofibration est re´tract d’une cofibration
standard. De meˆme, toute cofibration triviale est re´tract d’une cofibration standard triviale.
De´monstration du lemme 1.3.2.4 : Soit E le conoyau dans la cate´gorie des complexes de l’in-





d’objets gradue´s. En tant qu’alge`bre gradue´e, la construction cobar ΩC = Ω(C′⊕E) est isomorphe
au coproduit d’alge`bres gradue´es
FS−1C′ ∐ FS−1E,
ou` F = T comme dans (1.3.1). La diffe´rentielle de ΩC est induite par la comultiplication de C et
la diffe´rentielle du complexe C. Selon la de´composition C = C′ ⊕ E, la comultiplication de C est
donne´e par deux composantes
∆C′ : C
′ → C′ ⊗ C′ et ∆E : E → C
′ ⊗ C′,
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et la diffe´rentielle de C est donne´e par la diffe´rentielle de C′, celle de E et un morphisme gradue´
d : E → C′ de degre´ +1. Soit le morphisme de complexes
[D1, D2] : S




dont les composantes sont de´finies par s⊗2 ◦D2 = ∆E ◦ s2 et par s ◦D1 = d ◦ s2. Nous notons
D : S−2E −→ FS−1C′ ∐ FS−1E




dans FS−1C′∐FS−1E. Par construc-
tion, l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e
ΩC′〈S−2E,D〉
est l’alge`bre gradue´e FS−1C′ ∐FS−1E dont la diffe´rentielle est induite par la comultiplication de
C′, les diffe´rentielles des complexes C′ et E, le morphisme ∆E et le morphisme d. Elle est donc
isomorphe a` ΩC en tant qu’alge`bre diffe´rentielle gradue´e. 
Lemme 1.3.2.6 a. La construction cobar pre´serve les cofibrations et les e´quivalences faibles.
b. La construction bar pre´serve les fibrations et les e´quivalences faibles.
De´monstration : a. Soit i : C ֌ D une cofibration de coge`bres. Soit la filtration de D de´finie
par la suite des Di = i(C) +D[i], i ∈ N. Remarquons que D0 est isomorphe a` C et que, pour tout
i ≥ 1, on a
∆(Di+1) ⊂ Di ⊗Di.
Nous pouvons donc appliquer le lemme 1.3.2.4. Il certifie que ΩDi → ΩDi+1 est une cofibration
standard. Le morphisme ΩC → ΩD est la composition de´nombrable des cofibrations standard
ΩDi ֌ ΩDi+1. Il est donc aussi une cofibration standard. La construction cobar pre´serve les
e´quivalences faibles par de´finition des e´quivalences faibles de Cogc.
b. Soit p : A ։ A′ une fibration d’alge`bres. Le morphisme Bf est une fibration s’il ve´rifie la
proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport aux cofibrations triviales i : C → D de coge`bres.
Graˆce a` l’adjonction entre les constructions bar et cobar, cette proprie´te´ est e´quivalente au fait
que Ωi ait la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par rapport a` p. Mais ceci est toujours vrai par le
point a. Le morphisme Bf est donc une fibration de Cogc.
Soit f : A
∼
−→ A′ un quasi-isomorphisme d’alge`bres. Nous voulons montrer que Bf est une
e´quivalence faible, c’est-a`-dire que ΩBf est un quasi-isomorphisme. Graˆce au point b du lemme







sont des quasi-isomorphismes. Par la proprie´te´ de saturation des quasi-isomorphismes, le mor-
phisme ΩBf est aussi un quasi-isomorphisme. 
De´monstration du point a du the´ore`me 1.3.1.2 :
(CM1) Les colimites de diagrammes finis de coge`bres sont donne´es par les colimites des dia-
grammes de complexes sous-jacents. Les constructions de produits et d’e´galisateurs dans la cate´gorie
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des coge`bres cocomple`tes sont duales de celles de coproduits et de co-e´galisateur dans la cate´gorie
des alge`bres, qui sont de´crites dans [Mun78, 3.3].
(CM2) Ceci est une conse´quence de la de´finition des e´quivalences faibles et de l’axiome (CM2)
pour la structure de cate´gorie de mode`les sur Alg.
(CM3) Les cofibrations sont stables par re´tract car elles sont les monomorphismes. Les e´quiva-
lences faibles aussi car le foncteur Ω envoie un re´tract sur un re´tract. Pour les fibrations, on rappelle
qu’un morphisme p est une fibration s’il a la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport aux cofi-
brations triviales. On ve´rifie qu’un re´tract d’un tel morphisme p a la meˆme proprie´te´ de rele`vement.
(CM4) Apre`s (CM5).
(CM5) factorisation :
Soit f : C → D un morphisme de Cogc. Par l’axiome (CM5) pour la structure de cate´gorie de











ou` la cofibration i (resp. la fibration p) de Alg est un quasi-isomorphisme. Ainsi, le morphisme





































de´terminent un morphisme ı˜ : C → BA
∏















40 Chapitre 1 : The´orie de l’homotopie des A∞-alge`bres
fournit une factorisation du morphisme f dans Cogc, ou` ı˜ est une cofibration et q est une fibration.
Nous montrerons ensuite que la cofibration ı˜ (resp. la fibration q) est triviale.
D’apre`s le point b du lemme 1.3.2.6, le morphisme Bp est une fibration dans Cogc. La projection
q : BA
∏
BΩD D → D est aussi une fibration car les fibrations sont stables par changement de base.
Admettons pour l’instant que nous savons que BA
∏
BΩD D → BA est cofibration (voir le lemme
1.3.2.7 ci-dessous). Le morphisme ı˜ est un monomorphisme (c’est-a`-dire une e´quivalence faible dans




en est une. Il reste a` montrer que la cofibration ı˜ (resp. la fibration q) est une e´quivalence faible dans
Cogc. Admettons pour l’instant que nous savons que BA
∏
BΩDD → BA est e´quivalence faible
(voir le lemme 1.3.2.7 ci-dessous). Nous savons par le point b du lemme 1.3.2.6 que le morphisme
Bi (resp. Bp) est une e´quivalence faible. Comme le morphisme C → BΩC (resp. D → BΩD) est
une e´quivalence faible, ı˜ (resp. q) en est aussi une par la proprie´te´ de saturation de la classe des
e´quivalences faibles de Cogc.
(CM4) rele`vement :









ou` t est une fibration triviale et u une cofibration. Nous cherchons un morphisme α tel que les












soient commutatifs. En utilisant la construction de la de´monstration de (CM5), nous factorisons
t en q ◦ ı˜, ou` le morphisme q : BA
∏
BΩD D → D est une fibration et ou` le morphisme ı˜ : C →
BA
∏
BΩDD est une cofibration. Par la proprie´te´ de saturation de la classe Eq, les morphismes
ı˜ et q sont tous les deux des e´quivalences faibles. Les fibrations e´tant les morphismes ayant la
proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport aux cofibrations triviales, il existe un rele`vement
r : BA
∏
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Un tel rele`vement existe graˆce a` l’adjonction entre Ω et B et graˆce a` l’axiome de rele`vement (CM4)
de la structure de cate´gorie de mode`les ferme´e sur Alg.
Objets cofibrants et fibrants
Tous les objets de Cogc sont cofibrants puisque les cofibrations sont les monomorphismes.
Montrons qu’un objet de Cogc est fibrant si et seulement si il est isomorphe, en tant que coge`bre
gradue´e, a` une coge`bre tensorielle re´duite.
Soit C un objet fibrant de Cogc. Par l’axiome de rele`vement (CM4), la cofibration triviale
ψ : C → BΩC admet une re´traction r dans Cogc. Notons p1 : BΩC → (BΩC)[1] la projection
canonique et posons pC1 = r[1] ◦ p1 ◦ ψ. nous ve´rifions facilement que le morphisme p
C
1 : C → C[1]
est universel parmi les morphismes d’objets gradue´s C′ → C[1], ou` C
′ est une coge`bre gradue´e




La re´ciproque utilise les re´sultats de la section 1.3.3. Enonc¸ons les deux re´sultats de cette sec-
tion qui nous seront utiles ici.
(1.3.3.1) La cate´gorie Alg∞ peut eˆtre munie d’une structure de cate´gorie de mode`les dont la classe
des e´quivalences faibles est exactement celle des A∞-quasi-isomorphismes et dont la classe des
cofibrations (resp. des fibrations) est forme´e des morphismes f : A → A′, ou` A,A′ sont des A∞-
alge`bres, tel que f1 est un monomorphisme (resp. un e´pimorphisme).
(1.3.3.5. a) Un morphisme f est une e´quivalence faible de Alg∞ si et seulement si sa construction
bar Bf est une e´quivalence faible de Cogc.
Notre de´monstration de (1.3.3.1) est base´e sur la the´orie de l’obstruction (voir B.1). On peut donc
interpre´ter la re´ciproque que nous allons montrer comme une conse´quence du fait que l’ope´rade
des A∞-alge`bres est le mode`le minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] de celle des alge`bres
associatives (voir l’introduction a` l’appendice B.1).
Supposons que C est une coge`bre isomorphe, en tant que coge`bre gradue´e, a` une coge`bre
tensorielle re´duite. Nous voulons montrer qu’elle est fibrante. On rappelle que la sous-cate´gorie de
Cogc forme´e de telles coge`bres est e´quivalente a` la cate´gorie Alg∞ des A∞-alge`bres. La coge`bre
BΩC appartient elle aussi a` cette sous-cate´gorie. Le morphisme C → BΩC est une e´quivalence
faible de Cogc. Par la proposition (1.3.3.5. a), il induit un quasi-isomorphisme dans les primitifs.
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La coge`bre C est donc un re´tract de BΩC. Comme la construction bar conserve les fibrations et
comme ΩC est une alge`bre fibrante, la coge`bre BΩC est une coge`bre fibrante. Le re´tract d’une
coge`bre fibrante e´tant aussi fibrant, la coge`bre C est fibrante.
De´monstration du point b du the´ore`me 1.3.1.2 :
C’est un corollaire du lemme 1.3.2.3 qui nous dit que les morphismes d’adjonction C → BΩC,
ou` C est une coge`bre, et ΩBA→ A, ou` A est une alge`bre, sont des e´quivalences faibles dans Cogc
et dans Alg. 
Le lemme suivant comple`te la de´monstration ci-dessus.
Lemme 1.3.2.7 Soit A une alge`bre et D une coge`bre. Soit une fibration p : A ։ ΩD de Alg. Le
morphisme j : BA
∏












est une cofibration triviale de Cogc.





telles qu’elles soient des coge`bres filtre´es admissibles et telles que j soit un quasi-isomorphisme
filtre´.
Soit la suite exacte de complexes
0→ K → A
p
։ ΩD → 0.




−→ K ⊕ ΩD




















Munissons la coge`bre BΩD de la filtration D-primitive. Nous de´finissons des filtrations sur BA et
BA
∏






(BΩD)q, j ∈ N,









D[q], j ∈ N.
Elles sont admissibles et respectent les diffe´rentielles des coge`bres BA et BA
∏
BΩDD. Pour ces
filtrations, le morphisme j est un morphisme filtre´. Soit j ≥ 1. En tant qu’objet gradue´, le complexe
Gr(BA) est la somme des
(I) Gr(BΩD)⊗K⊗p1 ⊗ . . .⊗ Gr(BΩD)⊗K⊗pk , k ≥ 1.
La diffe´rentielle de Gr(BA) est construite a` partir des diffe´rentielles de K, GrD et du morphisme









est la somme des
(II) GrD ⊗K⊗p1 ⊗ . . .⊗ GrD ⊗K⊗pk , k ≥ 1.
La diffe´rentielle de Gr(BA
∏
BΩD D) est construite a` partir des diffe´rentielles de K, Gr(BΩD) et du
morphisme d′ : ΩD → K. Ainsi, la diffe´rentielle “na¨ıve” sur la somme des termes (I), respectivement
(II), est perturbe´e par la contribution de d′ : ΩD → K. Pour montrer que j induit ne´anmoins un
quasi-isomorphisme entre les sommes, nous introduisons une filtration supple´mentaire telle que
dans les objets gradue´s associe´s, la contribution de d′ : ΩD → K s’annule. Soit la filtration
FlGr(BA), l ∈ N, de Gr(BA) induite par la suite
(BA)l = BK
∏
(BΩD)[l], l ∈ N.
Soit la filtration FlGr(BA
∏
BΩD D), l ∈ N, de Gr(BA
∏
BΩDD) dont le l-ie`me sous-objet, l ∈ N,










D)→ FlGr(BA), l ∈ N.
Il induit donc un morphisme entre les objets gradue´s associe´s aux filtrations selon l’indice l. Ce
dernier a pour composantes les morphismes de complexes (avec les diffe´rentielles “na¨ıves”)
Grq1D ⊗K




⊗p1 ⊗ . . .⊗ Grqk−1(BΩD)⊗K
⊗pk







est donc un quasi-isomorphisme. Nous venons ainsi de montrer que j est un quasi-isomorphisme
filtre´ de coge`bres admissibles. Par le lemme 1.3.2.2, le morphisme j est une e´quivalence faible. Il
est une cofibration car il est clairement un monomorphisme. 
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1.3.3 Alg
∞
comme “cate´gorie de mode`les sans limites”
Dans la cate´gorie Alg∞ des A∞-alge`bres, nous conside´rons les trois classes de morphismes
suivantes :
- la classe Eq est forme´e des e´quivalences faibles, c’est-a`-dire des morphismes f : A → A′ tels
que f1 est un quasi-isomorphisme,
- la classe Cof est forme´e des cofibrations, c’est-a`-dire des morphismes f : A→ A′ tels que f1
un monomorphisme,
- la classe Fib est forme´e des fibrations, c’est-a`-dire des morphismes f : A→ A′ tels que f1 un
e´pimorphisme.
The´ore`me 1.3.3.1 La cate´gorie Alg∞, munie des trois classes de´finies ci-dessus, ve´rifie l’axiome
(A) ci-dessous et les axiomes (CM2) – (CM5) de la de´finition A.7. Tous les objets sont fibrants et
cofibrants.
(A) Soit q : A ։ A′ une fibration et f : A′′ → A′ un morphisme. Il existe un produit fibre´
au-dessus de
A
q // // A′ A′′
foo .
L’axiome (A) est un affaiblissement de l’axiome (CM1) de la de´finition A.7. Notre de´monstration
de ce the´ore`me est entie`rement base´e sur la the´orie de l’obstruction (B.1).
Lemme 1.3.3.2 Soit A une A∞-alge`bre et K un complexe conside´re´ comme A∞-alge`bre (1.2.1.4).
Supposons que le complexe K est contractile. Soit g : (A,mA1 ) → (K,m
K
1 ) un morphisme de
complexes. Il existe un morphisme d’A∞-alge`bres
f : A −→ K
tel que f1 = g.
De´monstration : Nous construisons par re´currence les morphismes
fi : A
⊗i → K, i ≥ 1.
Soit f1 = g. Supposons que nous avons de´ja` construit des morphismes fi, 1 ≤ i ≤ n, qui
de´finissent un An-morphisme A → K. Nous cherchons un morphisme fn+1 dont le bord est le
cycle −r(f1, . . . , fn), i. e.
δ(fn+1) + r(f1, . . . , fn) = 0 (voir B.1.5).
Comme (K,mK1 ) est contractile, il existe bien un tel morphisme fn+1. 
Lemme 1.3.3.3 a. Soit j : A → D une cofibration de Alg∞. Il existe une A∞-alge`bre D
′ et
un isomorphisme d’A∞-alge`bres k : D → D′ tels que la composition k ◦ j : A → D′ est un
morphisme strict.
b. Soit q : C → E une fibration de Alg∞. Il existe une A∞-alge`bre C
′ et un isomorphisme
l : C′ → C tels que la composition q ◦ l : C′ → E est un morphisme strict.
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De´monstration :
a. Nous construisons par re´currence des morphismes
ki : D
⊗i → D, i ≥ 1,
homoge`nes de degre´ 1− i tels que k ◦ j est un morphisme strict. Posons k1 = 1D. Supposons que







(−1)skl ◦ (ji1 ⊗ . . .⊗ jil) = 0, 2 ≤ m ≤ n,
ou` s est le signe apparaissant dans 1.2.1.2, est ve´rifie´e pour tout 2 ≤ m ≤ n. Soit r une re´traction







(−1)skl ◦ (ji1 ⊗ . . .⊗ jil)
 ◦ r⊗n+1.
La suite (k1, . . . , kn+1) ve´rifie l’e´quation (eqm) pour 2 ≤ m ≤ n+1. Comme k1 est un isomorphisme
d’objets gradue´s, les morphismes ki, i ≥ 1, induisent un isomorphisme
K : T c(SD)
∼
−→ T c(SD).
Nous de´finissons D′ comme l’A∞-alge`bre dont l’objet gradue´ sous-jacent est D et dont les multi-




i (voir 1.2.2), par les e´galite´s
b′i = (K ◦ b ◦K
−1)i, i ≥ 1.
Alors le morphisme k : D → D′ est clairement un isomorphisme de Alg∞ et la compose´e k ◦ j est
stricte par construction de k.
b. La de´monstration est similaire. Il faut utiliser une section de q1 au lieu d’une re´traction de
j1. 
De´monstration du the´ore`me 1.3.3.1 :
(A) : Soit q : A։ A′ une fibration et f : A′′ → A′ un morphisme de Alg∞. La construction bar
envoie les morphismes q et f sur les morphismes Q : BA→ BA′ et F : BA′′ → BA′. Nous allons
montrer que le produit fibre´ de Cogc au-dessus de
BA
Q // // BA′ BA′′
Foo





ou` K est le noyau de Q1. Le produit fibre´ BA
∏
BA′ BA






−→ T c(K ⊕ SA′′).
(CM2) et (CM3) : imme´diat.
46 Chapitre 1 : The´orie de l’homotopie des A∞-alge`bres












ou` q est une fibration et j est une cofibration. Par le lemme 1.3.3.3, quitte a` remplacer ce diagramme
par un diagramme isomorphe, nous pouvons supposer que les morphismes j et q sont stricts.
Supposons que la fibration q (resp. la cofibration j) est triviale. Nous cherchons un rele`vement α















Nous allons construire par re´currence les morphismes correspondants
αi : D
⊗i → C, i ≥ 1.
Graˆce au point a de l’axiome (CM4) pour la cate´gorie de mode`les CC, il existe un rele`vement α1















Supposons que nous avons de´ja` construit des morphismes αi, 1 ≤ i ≤ n, tels que le diagramme
(I+) commute dans la cate´gorie des An-alge`bres. Nous devons trouver un αn+1 tel que
(1) δ(αn+1) + r(α1, . . . , αn) = 0, (voir B.1.5)
(2) αn+1 · j1⊗n+1 = fn+1,
(3) q1 · αn+1 = gn+1.
Choisissons une solution β de (2) et (3). Par exemple, si ρ est une re´traction de j1 et σ une section
de q1 dans GrC, nous pouvons choisir
β = fn+1ρ
⊗n+1 + σgn+1 − σq1fn+1ρ
⊗n+1.
Le morphisme j est strict. Par le lemme B.1.6, nous avons donc
(δ(β) + r(α1, . . . , αn)) ◦ j1 = δ(β ◦ j1) + r(α1 ◦ j1, . . . , αn ◦ j1
⊗n),
et le terme de droite est e´gal a`
δ(fn+1) + r(f1 ◦ j1, . . . , fn) = 0.
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ou` p est la projection canonique et i l’injection canonique. Comme ker q1 (resp. cok(j1
⊗n+1)) est
contractile, le cycle c′ est le bord d’un morphisme h′. Le morphisme αn+1 = β − i ◦ h′ ◦ p ve´rifie
alors les e´quations (1), (2) et (3).
Remarque 1.3.3.4 La de´monstration de l’axiome de rele`vement (CM4) montre que pour tout
rele`vement α1 dans la cate´gorie CC du diagramme (II), on a un rele`vement α : D → C dans le
diagramme (I).
(CM5) factorisation : Soit f : A→ B un morphisme d’A∞-alge`bres.
a. Soit C = B ⊕ S−1B le coˆne de l’identite´ de S−1B. Conside´rons le complexe C comme une
A∞-alge`bre (voir 1.2.1.4). Soit j : A → A
∏
C le morphisme d’A∞-alge`bres de composantes 1A
et 0. Le morphisme q1 : A ⊕ C → B de composantes le morphisme f et la projection canonique


























Dans la factorisation f = q ◦ j, j est une cofibration triviale et q est une fibration.
b. Soit C = SA ⊕ A le coˆne de l’identite´ du complexe (A,m1). Conside´rons C comme une
A∞-alge`bre. Par le lemme 1.3.3.2, il existe un morphisme d’A∞-alge`bres i : A→ C tel que i1 est
l’injection canonique A → C. Soit j : A → B
∏
C le morphisme d’A∞-alge`bres de composantes
f et i. C’est une cofibration triviale. Notons q la projection canonique B
∏
C → B. C’est une
fibration et le morphisme f se factorise en q ◦ j.

Liens entre la “cate´gories de mode`les sans limites” Alg∞ et la cate´gorie de mode`les Cogc
Soit Cogtr la sous-cate´gorie de Cogc forme´e des coge`bres qui sont tensorielles re´duites en tant que
coge`bres gradue´es. La construction bar induit un isomorphisme de cate´gories Alg∞ → Cogtr. Mu-
nissons Cogtr de la structure de “cate´gorie de mode`les sans limites” donne´e par cet isomorphisme.
Les e´quivalences faibles (resp. les cofibrations, resp. les fibrations) sont donc les morphismes F :
(T cV, b)→ (T cV ′, b′) qui induisent dans les primitifs un quasi-isomorphisme F1 : (V, b1)→ (V
′, b′1)
(resp. un monomorphisme, resp. un e´pimorphisme).
Proposition 1.3.3.5 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres.
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a. Un morphisme f : BA→ BA′ est une e´quivalence faible de Cogtr si et seulement si c’est une
e´quivalence faible de Cogc.
b. Un morphisme j : BA → BA′ est une cofibration de Cogtr si et seulement si c’est une
cofibration de Cogc.
c. Un morphisme q : BA→ BA′ est une fibration de Cogtr si et seulement si c’est une fibration
de Cogc.
Commenc¸ons par un lemme.
Lemme 1.3.3.6 Soit A une A∞-alge`bre. Le morphisme φ : BA → BΩBA est une e´quivalence
faible de Cogtr.
De´monstration : Il s’agit de montrer que le morphisme φ[1] est un quasi-isomorphisme ou, de
fac¸on e´quivalente, que le morphisme
S−1φ[1] : (A,m1)→ ΩBA
est un quasi-isomorphisme. Le morphisme S−1φ[1] est l’injection canonique de A dans ΩBA. Mu-
nissons ΩBA de la filtration induite par la filtration primitive de BA. Tout comme a` la fin de la
de´monstration du point b du lemme 1.3.2.3, nous montrons que
Gr0(ΩBA) = A et Gri(ΩBA) = 0 pour i ≥ 1.

De´monstration de la proposition 1.3.3.5
a. Soit f : BA → BA′ une e´quivalence faible de Cogtr. Le morphisme f est clairement un
quasi-isomorphisme filtre´ pour la filtration primitive. Il est donc une e´quivalence faible de Cogc.
Supposons que f est une e´quivalence faible de Cogc. Par de´finition des e´quivalences faibles de Cogc,
le morphisme Ωf est un quasi-isomorphisme et, par suite, le morphisme BΩf est une e´quivalence








sont des e´quivalences faibles de Cogtr, et f est donc aussi une e´quivalence faible de Cogtr.
b. Comme les cofibrations de Cogc sont les monomorphismes, une cofibration de Cogtr est une
cofibration de Cogc. Re´ciproquement, si j : BA→ BA′ est une cofibration de Cogc, sa restriction
aux primitifs (BA)[1] = SA est un monomorphisme. Comme nous avons f((BA)[1]) ⊂ (BA
′)[1], le
morphisme j[1] : SA→ SA
′ est un monomorphisme et j est donc une cofibration de Cogtr.
c. On rappelle que les fibrations d’une cate´gorie de mode`les sont les morphismes ayant la
proprie´te´ de rele`vement par rapport aux cofibrations triviales. Ce fait re´sulte des axiomes (CM5)
et (CM3) et vaut donc aussi pour Cogtr. Par les points a et b, une fibration de Cogc est une fibration
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ou` j est une cofibration triviale de Cogc. Nous cherchons un rele`vement de g relatif a` f . Dans le




























φ est une cofibration triviale de Cogc etBA est fibrant dans Cogc. Nous avons donc une factorisation
de f en f ′◦φ pour un morphisme f ′ : BΩC → BA. Comme Ωj est un monomorphisme et un quasi-
isomorphisme, le morphisme BΩj est une cofibration triviale de Cogtr. L’objet BA′ e´tant cofibrant
dans Cogtr, le morphisme q ◦ f ′ se factorise en g′ ◦BΩf pour un morphisme g′ : BΩC′ → BA′. Il
suffit donc de trouver un rele`vement de g′ relatif a` f ′. Par l’axiome (CM4) pour la cate´gorie Cogtr,
il en existe un. 
1.3.4 Homotopie au sens classique
Soit C et C′ deux coge`bres cocomple`tes. Soit f et g deux morphismes de coge`bres C → C′.
Ils sont homotopes au sens classique s’il existe une (f, g)-code´rivation h : C → C′ de degre´ −1 tel
que δ(h) = f − g. Nous comparons cette notion a` la notion d’homotopie au sens des cate´gories de
mode`les (voir l’appendice A).
Proposition 1.3.4.1 Soit C et C′ deux coge`bres cocomple`tes et f, g deux morphismes C → C′.
a. Si f et g sont homotopes au sens classique, ils sont homotopes a` gauche (voir la de´finition
A.9).
b. Si la coge`bre C′ est fibrante, alors f et g sont homotopes au sens classique si et seulement si
ils sont homotopes a` gauche.
De´monstration :
a. Nous allons construire un cylindre C ∧ I pour la coge`bre C, puis nous allons montrer que la
notion d’homotopie classique est e´quivalente a` la notion de C ∧ I-homotopie a` gauche.
Nous notons I le complexe dont la composante de degre´ 0 est e ⊕ e, la composante de degre´
−1 est e, toutes les autres composantes sont nulles. Nous notons e0 et e1 les composantes de I0.






: e→ e0 ⊕ e1.
Soit ∆ : I → I ⊗ I le morphisme dont les composantes non nulles sont les morphismes
e0
∼
−→ e0 ⊗ e0, e1
∼
−→ e1 ⊗ e1, e
∼
−→ e0 ⊗ e, e
∼
−→ e⊗ e1
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donne´s par la contrainte d’unitarite´ de la cate´gorie mono¨ıdale de base (1.1.1). Ceci de´finit sur I
une structure de coge`bre co-associative diffe´rentielle gradue´e.
Soit C une coge`bre cocomple`te. Le produit tensoriel C ⊗ I de complexe he´rite naturellement
d’une structure de coge`bre diffe´rentielle gradue´e par la comultiplication C⊗ I → (C⊗ I)⊗C⊗ I ≃
C⊗C⊗I⊗I. Elle est cocomple`te. Nous notons C0 et C1 les composantes de C
∐
C. Nous de´finissons






−→ C ⊗ I
p
−→ C,
ou` le morphisme i a pour composantes non nulles
C0
∼
−→ C ⊗ e0, C1
∼
−→ C ⊗ e1,
et ou` le morphisme p a pour composantes non nulles
C ⊗ e0
∼
−→ C, C ⊗ e1
∼
−→ C,
donne´es par les contraintes d’unitarite´ de la cate´gorie de base. Le morphisme i est une cofibration
et le morphisme p une e´quivalence faible.
Soit C′ une coge`bre cocomple`te. Soit f, g et h trois morphismes gradue´s C → C′ respectivement
de degre´ ze´ro, ze´ro et -1.
Soit le morphisme gradue´ de degre´ nul H : C ⊗ I → B dont les composantes sont les trois
morphismes gradue´s
C ⊗ e0 ≃ C
f
−→ C′, C ⊗ e1 ≃ C
g
−→ C′
et C ⊗ e ≃ C
h
−→ C′.
Le morphisme H : C ⊗ I → C′ est un morphisme de coge`bres si et seulement si
- les morphismes f et g sont des morphismes de coge`bres C → C′,
- le morphisme h : C → C′ est une (f, g)-code´rivation.
Il est compatible aux diffe´rentielles si et seulement si
- les morphismes f et g sont des morphismes de complexes C → C′
- le morphisme h : C → C′ re´alise une homotopie entre les morphismes de complexes f et g.
Pour finir, nous ve´rifions que le morphisme H est bien une C ∧ I-homotopie entre f et g.
b. Soit C′ une coge`bre fibrante. Soit f et g : C → C′ deux morphismes homotopes au sens des
cate´gories de mode`les. Notons toujours C ∧ I le cylindre construit ci-dessus. Par le lemme A.12, il
existe une C ∧ I-homotopie a` gauche H : C ∧ I → C′ entre f et g. Par la de´monstration du point
a, il existe une homotopie h : C → C′ au sens classique entre f et g. 
1.3.5 Equivalences faibles et quasi-isomorphismes
Nous notons Qis la classe des quasi-isomorphismes de Cogc et Qisf la classe des morphismes
f : C → D de Cogc tels que C et D admettent des filtrations admissibles pour lesquelles f est un
quasi-isomorphisme filtre´.
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Cette section est consacre´e a` la comparaison des trois classes Eq, Qis et Qisf . Nous allons
montrer en particulier les inclusions suivantes
Qisf ⊆ Eq ⊂ Qis.
Proposition 1.3.5.1 a. Nous avons l’inclusion Qisf ⊆ Eq. De l’autre coˆte´, le foncteur cano-
nique
Cogc[Qisf−1] −→ Cogc[Eq−1] = Ho Cogc
est une e´quivalence.
b. Les e´quivalences faibles de Cogc sont des quasi-isomorphismes.
c. La classe Eq est strictement incluse dans la classe Qis.
d. Soit C et D deux objets de Cogc concentre´s en degre´s < −1. Tout quasi-isomorphisme de
coge`bres C → D est une e´quivalence faible.
e. Soit C et D deux objets de Cogc concentre´s en degre´s ≥ 0. Tout quasi-isomorphisme de
coge`bres C → D est une e´quivalence faible.
De´monstration :
a. On rappelle (1.3.2.2) qu’un quasi-isomorphisme filtre´ de coge`bres est une e´quivalence faible
de Cogc. Il nous faut donc montrer que les e´quivalences faibles deviennent des isomorphismes dans
la cate´gorie localise´e Cogc[Qisf−1]. Soit f : C → C′ une e´quivalence faible de Cogc. Le morphisme
Ωf : ΩC → ΩC′
est donc un quasi-isomorphisme d’alge`bre. Par le lemme 1.3.2.3, le morphisme BΩf : BΩC →
BΩC′ est un quasi-isomorphisme filtre´. On rappelle (1.3.2.3) que les morphismes d’adjonction









que le morphisme f devient un isomorphisme dans la cate´gorie Cogc[Qisf−1].
b. Les quasi-isomorphismes filtre´s sont des quasi-isomorphismes. La proprie´te´ de saturation de
la classe Qis, applique´ au diagramme ci-dessus montre qu’une e´quivalence faible est un quasi-
isomorphisme.
c. Nous allons construire un exemple de coge`bre qui est acyclique mais qui n’est pas faiblement
e´quivalente a` la coge`bre nulle.
Soit A une alge`bre unitaire non nulle de la cate´gorie de base C. Conside´rons A comme une
alge`bre associative (dont on oublie l’unite´), c’est-a`-dire comme un objet de la cate´gorie Alg du
the´ore`me (1.3.1.2) Comme A n’est pas quasi-isomorphe a` l’alge`bre nulle, la coge`breBA = (T cSA, b)
n’est pas faiblement e´quivalente a` la coge`bre nulle (1.3.1.2, b). Or, elle est bien quasi-isomorphe a`
la coge`bre nulle : en effet, le complexe sous-jacent a` S−1BA est le complexe
· · · → A⊗A⊗A→ A⊗A→ A→ 0,
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qui est isomorphe a` la re´solution bar de l’alge`bre A. Ce complexe est acyclique car A est unitaire
(voir [CE99, IX.6] ou` ce complexe se nomme “re´solution standard”).
d. Soit C et D deux coge`bres cocomple`tes concentre´es en degre´s < −1. Nous allons montrer
que le morphisme Ωf : ΩC → ΩD est un quasi-isomorphisme de Alg. Munissons ΩC (resp. ΩD)








 , l ∈ N.
Par notre hypothe`se, le morphisme Ωf induit des quasi-isomorphismes dans les sous-quotients de




n = 0 pour l > n,
d’apre`s l’hypothe`se sur C et D.
e. La de´monstration est la meˆme que pour le point d. Il suffit de remarquer que le complexe
S−1C est concentre´ en degre´s > 0 (au lieu de < 0). 
1.4 Transfert de structures le long d’e´quivalences d’homo-
topie
Le but de cette section est de (re)montrer le the´ore`me du mode`le minimal (1.4.1.4).
1.4.1 Mode`le minimal
The´ore`me 1.4.1.1 Soit A une A∞-alge`bre. Soit une e´quivalence d’homotopie dans CC
g : (V, d)→ (A,mA1 ),
ou` (V, d) est un complexe. Il existe une structure d’A∞-alge`bre sur V telle que m
V
1 = d et un
morphisme d’A∞-alge`bres
f : V → A
telle que f1 = g.
Ce re´sultat est connu depuis les anne´es 70 dans le cas d’une A∞-alge`bre connexe (i. e. concentre´es
en degre´s homologiques ≥ 1) et d’un complexe (V, d) ou` la diffe´rentielle d est nulle (V est alors
isomorphe a` H∗A). Il y a deux me´thodes pour montrer ce the´ore`me, celle utilisant la “me´thode des
obstructions” [Che77a], [Che77b], [Kad80], [Smi80], [Gug82] et celle utilisant “l’astuce du tenseur”
[Hue86], [GS86], [GL89], [GLS91], [HK91], [Mer99], [KS01]. L’article [JL01] pre´sente l’unification
de ces diffe´rentes me´thodes. Nous donnons ici une de´monstration utilisant les obstructions.
De´monstration : Par l’axiome (CM5) pour la cate´gorie de mode`les CC, le morphisme g se
factorise en q ◦ j, ou` q est une fibration triviale et ou` j est une cofibration triviale. Il suffit donc
de montrer le the´ore`me dans le cas ou` l’e´quivalence d’homotopie est un e´pimorphisme et dans le
cas ou` elle est un monomorphisme.
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Supposons que g est une fibration triviale de CC. SoitK le noyau de g. CommeK est contractile,





par lequel le morphisme g s’identifie a` la projection K ⊕A→ A. Conside´rons K comme une A∞-
alge`bre (voir 1.2.1.4). Munissons l’objet gradue´ sous-jacent a` V de la structure d’A∞-alge`bre de
K
∏
A. Le morphisme f est le morphisme canonique K
∏
A→ A de Alg∞.
Supposons que g est une cofibration triviale de CC. Soit K le conoyau de g. Comme il est




−→ K ⊕ V
par lequel le morphisme g s’identifie a` l’injection V → K ⊕ V. Conside´rons K comme une A∞-
alge`bre. Par le lemme 1.3.3.2, il existe un morphisme d’A∞-alge`bres h : A → K tel que h1 est la
projection K ⊕ V → K dans CC. Graˆce a` l’axiome (A) du the´ore`me 1.3.3.1, morphisme h admet
un noyau dans la cate´gorie Alg∞. L’objet gradue´ sous-jacent a` kerh est V . Nous avons ainsi muni
V d’une structure d’A∞-alge`bre telle que m
V
1 est la diffe´rentielle de V. Le morphisme canonique
V → A est tel que f1 = g. 
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Mode`le minimal
De´finition 1.4.1.2 Une A∞-alge`bre est minimale si m1 = 0. Soit A une A∞-alge`bre. Un mode`le
minimal pour A est un A∞-quasi-isomorphisme d’A∞-alge`bres A
′ → A ou` A′ est minimale.
Remarque 1.4.1.3 Cette utilisation du terme “mode`le minimal”, due a` M. Kontsevich, est diffe´rente
de l’usage conventionnel en homotopie rationnelle (mode`le minimal de Sullivan). On peut la jus-
tifier par le fait que la construction bar BA′ est un mode`le minimal au sens de H. J. Baues et
J.-M. Lemaire [BL77] de la coge`bre BA. Remarquons qu’un mode`le minimal de BA ne donne
pas en ge´ne´ral un mode`le minimal de A : soit (T cSV, b) une coge`bre tensorielle re´duite sur SV
dont la diffe´rentielle b induit ze´ro dans les 1-primitifs ; si (T cSV, b) est un mode`le minimal de BA,
c’est-a`-dire si on a un quasi-isomorphisme de coge`bres
F : (T cSV, b)→ BA,
l’A∞-alge`bre V telle que BV = (T cSV, b) n’est pas en ge´ne´ral un mode`le minimal pour l’A∞-
alge`bre A. Cependant, si F est une e´quivalence faible de Cogc, V est un mode`le minimal de
l’A∞-alge`bre A.
Corollaire 1.4.1.4 Soit A une A∞-alge`bre. Il existe une structure d’A∞-alge`bre sur son homologie
H∗A telle que
a. m1 = 0 et m2 est induite par m
A
2 ,
b. il existe un morphisme d’A∞-alge`bres H
∗A→ A relevant l’identite´ de H∗A.
Cette structure est unique a` un isomorphisme (non unique) pre`s.
De´monstration : Comme la cate´gorie de base C est semi-simple, nous avons un isomorphisme




pour un complexe contractile K. Le re´sultat est de´duit du the´ore`me 1.4.1.1 applique´ a` l’injection
canonique
g : H∗A −→ A.
L’unicite´ de la structure provient du fait qu’un morphisme f entre A∞-alge`bres minimales est un
quasi-isomorphisme si et seulement si f1 est un isomorphisme si et seulement si f est un isomor-
phisme. 
1.4.2 Lien avec le lemme de perturbation
Une perturbation δ de la diffe´rentielle d d’un complexe filtre´ W est un morphisme gradue´
δ : W → W de degre´ +1 qui diminue la filtration et tel que d + δ est encore une diffe´rentielle,
c’est-a`-dire, tel que
d ◦ δ + δ ◦ d+ δ2 = 0.
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est donne´e par deux complexes V et W , deux morphismes de complexes i : V →W et ρ : V →W
et un morphisme gradue´ H :W →W de degre´ −1 tels que
ρ ◦ i = 1V , i ◦ ρ = 1W + δ(H), H ◦ i = 0, ρ ◦H = 0 et H
2 = 0.
On dit aussi que W se contracte sur V. Si les complexes sont filtre´s, la contraction est filtre´e si les
morphismes sont filtre´s relativement a` ces filtrations.








une contraction filtre´e et δ une perturbation de la diffe´rentielle dW . Le lemme de perturbation
([Gug72], [HK91]) donne une nouvelle diffe´rentielle dδV de V et des morphismes i








est une contraction filtre´e. Supposons que la contraction filtre´e ci-dessus est une contraction filtre´e
de coge`bres : les objets V et W sont des coge`bres diffe´rentielles gradue´es filtre´es, les morphismes
i et ρ sont des morphismes de coge`bres filtre´es, H est une 1-(iρ)-code´rivation filtre´e de W . Sup-
posons aussi que la perturbation δ est une perturbation d’une diffe´rentielle de coge`bres, i. e. δ est
une 1-1-code´rivation de W . Le lemme de perturbation produit alors une contraction de coge`bres
([HK91], [GS86], [GL89], [GLS91], [Mer99]).
Soit A une A∞-alge`bre et soit








une suite exacte scinde´e de complexes telle que
ρ ◦ σ = 0 et i ◦ ρ+ σ ◦ p = 1A.
Soit h une homotopie contractante de K telle que h2 = 0. A partir de ces donne´es, nous avons
deux manie`res naturelles de de´finir une structure d’A∞-alge`bre sur V et un A∞-morphisme
V → A
dont le premie`re composante est i.
Premie`re me´thode : le lemme de perturbation
Nous appliquons le lemme de perturbation a` la contraction filtre´e et a` la perturbation de coge`bres(






et δ : T cSA→ T cSA,
ou` F = T cSi, R = T cSρ, H est l’unique 1-(FR)-code´rivation relevant σ ◦ h ◦ p et δ = b− b1 (ici b
est la diffe´rentielle de BA). Nous obtenons une nouvelle diffe´rentielle b′ sur T cSV et un morphisme
de coge`bres
F δ : (T cSV, b′)→ (T cSA, b).
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Nous obtenons une structure d’A∞-alge`bre sur V (notons cette A∞-alge`bre V
δ) et un A∞-morphisme
f δ : V δ → A.
Deuxie`me me´thode : le noyau d’un A∞-morphisme g
De´finissons par re´currence des morphismes
gi : A
⊗i → K, i ≥ 1,
en posant
g1 = p et gi = −h ◦ r(g1, . . . , gi−1), i ≥ 2,
ou` r(g1, . . . , gi−1) est le cycle du lemme (B.1.5). Le lemme (B.1.5) montre qu’ils de´finissent un
A∞-morphisme g : A→ K (ou` K est le complexe K conside´re´ comme A∞-alge`bre). L’axiome (A)
du the´ore`me (1.3.3.1) montre qu’il existe un noyau de g dans la cate´gorie Alg∞
V g = ker g → A.
Comme l’objet gradue´ sous-jacent de l’A∞-alge`bre V
g est V , cela de´finit une A∞-structure sur V
et un A∞-morphisme
fg : V g → A.
Lemme 1.4.2.1 Nous avons un isomorphisme θ : V δ → V g tel que θ1 = 1 et f
δ = fg ◦ θ.
De´monstration : Rappelons les descriptions de l’A∞-structure de V
δ et de f δ en terme d’arbres
due a` M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS01, 6.4].
L’A∞-structure de V
δ est de´finie par les formules suivantes :
mδ1 = 0, m
δ





(−1)smi,T , i ≥ 3,
ou` s et T , T et mi,T sont de´finis ainsi : Conside´rons l’ensemble T des arbres planaires oriente´s T
avec i+ 1 sommets terminaux (la racine et les feuilles), tels que l’arite´ |v| de tout sommet interne
v ∈ T (i. e. le nombre de fle`ches arrivant a` v) est ≥ 2. Pour de´crire le morphisme
mi,T : (V
δ)⊗i → V δ, i ≥ 3, T ∈ T ,
on a besoin de conside´rer l’arbre T construit a` partir de T en rajoutant un sommet interne au
milieu de chaque areˆte interne. L’arbre T est ainsi constitue´ de deux types de sommets internes :
les anciens qui correspondent aux sommets internes de T et les nouveaux que l’on vient de rajouter.
On colorie les sommets de T par les morphismes suivants :
- ρ sur la racine,
- i sur les feuilles,
- m|v| sur les sommets internes anciens v (dont l’arite´ est |v|),
- H sur les sommets internes nouveaux.
A chaque arbre T ainsi colorie´, on associe le morphisme mi,T qui consiste a` composer les coloriages
en descendant le long de l’arbre des feuilles vers la racine. Voici un exemple :














Le morphisme m6,T vaut
ρ ◦m2 ◦ (H ⊗ 1) ◦ (m3 ⊗ 1) ◦ (1⊗H ⊗ 1
⊗2) ◦ (1⊗m3 ⊗ 1
⊗2) ◦ (i⊗6).
Le signe (−1)s associe´ a` T est donne´ par l’e´galite´
ρ ◦m2 ◦ (H ⊗ 1) ◦ (m3 ⊗ 1) ◦ (1⊗H ⊗ 1⊗2) ◦ (1⊗m3 ⊗ 1⊗2) ◦ (i⊗6) ◦ (ω⊗6) =
(−1)sω ◦ ρ′ ◦ b2 ◦ (H ′ ⊗ 1) ◦ (b3 ⊗ 1) ◦ (1⊗H ′ ⊗ 1⊗2) ◦ (1⊗ b3 ⊗ 1⊗2) ◦ (i⊗6),
ou`
ρ′ = s ◦ ρ ◦ ω, H ′ = −s ◦H ◦ ω et i′ = s ◦ i ◦ ω.
Le signe dans le cas ge´ne´ral s’obtient de la meˆme manie`re.
Le morphisme f δ : V δ → A est donne´ par les formules





(−1)sfi,T , i ≥ 2,
ou` les morphismes fi,T et le signe s sont construits de la meˆme manie`re en coloriant la racine de
l’arbre T par H au lieu de ρ. La remarque (1.4.2.2) ci-dessous montrera que les morphismes mδi ,
i ≥ 1, et f δi , i ≥ 1, de´finissent bien des A∞-structures.









Fi,T , i ≥ 1,
ou` bi,T et Fi,T sont obtenus en coloriant les sommets des arbres T par des bi (resp. i
′, ρ′, H ′) sur
les sommets qui e´taient pre´ce´demment de couleur mi (resp. i, ρ, H).
Nous allons maintenant expliciter l’A∞-morphisme
g : A→ K
en terme d’arbres. Un calcul facile (nous utilisons le fait que h2 = 0) montre que le morphisme gi,
i ≥ 1, est donne´ par les formules
g1 = p et gi = −p ◦ h ◦mi, i ≥ 2.
Comme h◦p = p◦H , les morphismes gi correspondent aux arbres colorie´s (ils n’appartiennent pas
ne´cessairement a` T )
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p
1




Le signe intervenant dans la formule pour g implique les e´galite´s
G1 = p
′ et Gi = −p
′ ◦H ′ ◦ bi, i ≥ 2,
ou` p′ = s ◦ p ◦ ω.





α1 ⊗ . . .⊗ F
δ
αi) = 0, n ≥ 1.
Soit n ≥ 1. Comme les Gi et les F δαk sont des sommes de compositions associe´es a` des arbres
colorie´s, la somme ci-dessus est la somme de compositions associe´es aux arbres colorie´s concate´ne´s.





α1 ⊗ . . .⊗ F
δ
αi) et G1 ◦ F
δ
n
sont les meˆmes. Dans la premie`re somme, le signe intervenant devant chaque composition associe´e
a` un arbre colorie´ concate´ne´ est ne´gatif car, pour i ≥ 2, nous avons Gi = −p′ ◦ H ′ ◦ bi. Dans
la seconde somme, il est positif car G1 = p
′. Nous avons donc G ◦ F δ = 0. Le morphisme f δ se
factorise en fg ◦ θ. Comme f δ1 = f
g
1 , nous avons θ1 = 1V . Il s’ensuit que θ : V
δ → V g est un
isomorphisme. 
Remarque 1.4.2.2 La de´monstration montre que les morphismes mδi , i ≥ 1, et f
δ
i , i ≥ 1, de´finis
en terme d’arbres de´finissent bien des A∞-structures (voir [KS01, 6.4] pour une autre preuve).
Remarque 1.4.2.3 Si A est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e, l’A∞-morphisme
g : A→ K
n’a que deux composantes non nulles g1 et g2. La complexite´ des formules pour les m
δ
i , i ≥ 1,
provient donc de la complexite´ des formules des f δi , i ≥ 1, de´finissant le noyau de g dans Alg∞
f δ : V δ →֒ A.









Remarquons que l’A∞-morphisme q
δ est le conoyau de l’A∞-morphisme
j : K → A
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donne´ par les formules
j1 = σ, ji = −mi ◦ (σ
⊗i) ◦ (h⊗ 1⊗i−1), i ≥ 2.









une contraction filtre´e de complexes. Alors il existe une suite exacte scinde´e de complexes









ρ ◦ σ = 0 et i ◦ ρ+ σ ◦ p = 1A
et une homotopie contractante h de K telle que
h2 = 0 et H = σ ◦ h ◦ p.
Le complexe contractileK est donc un facteur direct deW. Soit δ une perturbation de la diffe´rentielle









Un calcul montre que les morphismes
(p− pHδ) : (W,dW + δ)→ (K, dK) et (σ − δHσ) : (K, dK)→ (W,dW + δ)
sont des morphismes de complexes et qu’ils sont le conoyau et le noyau de iδ et ρδ. La composition
(p− pHδ) ◦ (σ − δHσ) : (K, dK)→ (K, dK)
induit un isomorphisme dans les objets gradue´s associe´s a` la filtration. C’est donc un isomorphisme.
Le complexe contractile(K, dK) est donc aussi un facteur direct du complexe perturbe´ (W,dW + δ)
et l’inclusion
σ : K →W
est “perturbe´e” en σ − δHσ pour devenir compatible a` dW + δ.
60 Chapitre 1 : The´orie de l’homotopie des A∞-alge`bres
Chapitre 2
The´orie de l’homotopie des
polydules
Introduction
Soit A une A∞-alge`bre augmente´e. Rappelons que dans cette the`se les structures commune´ment
appele´es A∞-modules sur A sont appele´es A-polydules (“poly” car la structure est donne´e par
plusieurs multiplications). Le but de ce chapitre est de de´crire la cate´gorie de´rive´e D∞A dont les
objets sont les A-polydules strictement unitaires. Nous utiliserons pour cela les outils de l’alge`bre
homotopique de Quillen (voir l’appendice A) en adaptant les me´thodes du chapitre 1 aux poly-
dules. La cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre quelconque sera e´tudie´e au chapitre 4.
Plan du chapitre
Ce chapitre est divise´ en deux parties.
La premie`re partie qui compose´e des sections (2.1) et (2.2) ne traitera pas des A∞-structures
proprement dites. Dans la premie`re section (2.1), on de´finit les (co)modules diffe´rentiels gradue´s
(co)unitaires. Dans la section 2.2, nous de´montrons le the´ore`me (2.2.2.2) :
Soit C une coge`bre diffe´rentielle gradue´e cocomple`te co-augmente´e. La cate´gorie ComcC des C-
comodules diffe´rentiels gradue´s co-unitaires cocomplets admet une unique structure de cate´gorie de
mode`les telle que, pour toute alge`bre diffe´rentielle gradue´e augmente´e A et toute cochaˆıne tordante
admissible acyclique τ : C → A, le couple de foncteurs adjoints
(?⊗τ A, ⊗τ C) : ComcC → ModA
est une e´quivalence de Quillen. Tous les objets de ComcC sont cofibrants.
Nous caracte´risons ensuite l’acyclicite´ des cochaˆınes tordantes (2.2.4.1).
La deuxie`me partie est consacre´e aux A∞-structures concerne´es par ce chapitre : les (bi)polydules
strictement unitaires sur des A∞-alge`bres augmente´es. Dans la section 2.3, on de´finit les po-
lydules, leurs suspensions, les A∞-morphismes et les homotopies entre A∞-morphismes. Nous
de´finissons ensuite la notion d’unitarite´ stricte pour les A∞-structures. Cette notion sera e´tudie´e
plus pre´cise´ment dans le chapitre 3. On rappelle ensuite les constructions bar et cobar et l’alge`bre
enveloppante. Dans la section 2.4, nous affinons le the´ore`me (2.2.2.2) pre´cite´. Nous montrons que,
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si la coge`bre C est isomorphe, en tant que coge`bre gradue´e, a` une coge`bre tensorielle co-augmente´e,
les objets fibrants de ComcC sont exactement les facteurs directs des C-comodules presque colibres.
En particulier, dans le cas ou` C est e´gale a` la construction bar d’une A∞-alge`bre augmente´e A,
la cate´gorie des objets fibrants et cofibrants de ComcC est l’image essentielle par la construction




ou` Mod∞A de´signe la cate´gorie des A-polydules strictement unitaires.
Dans la section 2.5, nous e´tudions la cate´gorie de´rive´e D∞(A,A′) des bipolydules strictement
unitaires sur A et A′, deux A∞-alge`bres augmente´es. Les me´thodes e´tant similaires, les de´tails
seront omis. Les bipolydules seront utiles dans l’e´tude des A∞-cate´gories.
2.1 Rappels et notations
Soit (C,⊗, e) une K-cate´gorie de Grothendieck semi-simple mono¨ıdale et C′ une K-cate´gorie
de Grothendieck semi-simple (non ne´cessairement mono¨ıdale). Nous supposons que la cate´gorie
mono¨ıdale C agit a` droite sur C′, i. e. C′ est munie d’un foncteur
C′ × C → C′, (M,A) 7→M ⊗A
tel que
HomC′(M,M
′)× HomC(A,A′)→ HomC′(M ⊗A,M
′ ⊗A′),
ou` A,A′ sont dans C et M,M ′ sont dans C′, est K-biline´aire. Nous demandons en outre que cette
action soit associative et unitaire a` des isomorphismes donne´s pre`s (voir [ML98, chap. XI]).
2.1.1 Modules sur une alge`bre augmente´e
Soit M (resp. M′) l’une des cate´gories GrC ou CC (resp. GrC′ ou CC′) de´finies a` la section 1.1.1.
La cate´gorie M est mono¨ıdale et agit clairement sur M′.
Alge`bres augmente´es, re´duites
Une alge`bre (A, µ) dans M est unitaire si elle est munie d’un morphisme η : e → A tel que
µ(1 ⊗ η) = µ(η ⊗ 1) = 1. On appelle le morphisme η l’unite´ de A. Si A et A′ sont des alge`bres
unitaires, un morphisme d’alge`bres unitaires f : A → A′ est un morphisme d’alge`bres f tel que
fηA = ηA′ . Le morphisme e ⊗ e → e donne´ par la contrainte d’unitarite´ de la cate´gorie de base
(1.1.1) de´finit une structure d’alge`bre unitaire sur l’objet neutre e. Une alge`bre A est augmente´e
si elle est unitaire et munie d’un morphisme d’alge`bres unitaires
ε : A→ e.
Le morphisme ε s’appelle l’augmentation de A. Si A et A′ sont des alge`bres augmente´es, un
morphisme d’alge`bres augmente´es f : A → A′ est un morphisme d’alge`bres unitaires f tel que
εA′f = εA.
Si A est une alge`bre augmente´e de M, l’alge`bre re´duite A associe´e a` A est le noyau de l’aug-
mentation. Si A est une alge`bre de M, l’alge`bre augmente´e associe´e a` A est l’alge`bre A+dont l’objet
sous-jacent est e⊕A, et dont la multiplication est de´finie par les morphismes
e⊗ e→ e, e⊗A→ A, A⊗ e→ A et A⊗A
µ
−→ A,
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ou` les trois premiers morphismes sont donne´s par la contrainte d’unitarite´ de la cate´gorie de base.
L’augmentation de A+ est la projection canonique A+→ e. On note Alga la cate´gorie des alge`bres
augmente´es de CC. Le foncteur
Alg −→ Alga, A 7→ A+,
est une e´quivalence dont le quasi-inverse est le foncteur A 7→ A.
Modules
Soit A une alge`bre dans M. Un A-module (a` droite) dans M′ est un objet M de M′ muni d’un
morphisme µM :M ⊗A→M (de degre´ 0 si M′ = GrC′) tel que
µM (µM ⊗ 1) = µM (1⊗ µA).
On appelle µM la multiplication de M . Si M et N sont deux modules, un morphisme de modules
f :M → N est un morphisme f tel que
fµM = µN (f ⊗ 1).
Si l’alge`bre A est unitaire, un A-module M est unitaire si on a
µM (1⊗ ηA) = 1M .
Soit A une alge`bre gradue´e (resp. diffe´rentielle gradue´e). Un A-module gradue´ (resp. diffe´rentiel
gradue´) est un A-module dans la cate´gorie GrC′ (resp. CC′). Si A est une alge`bre diffe´rentielle
gradue´e, un A-module diffe´rentiel gradue´ est donc un objet M de GrC′, muni d’une multiplication
µM :M ⊗A→M et d’une diffe´rentielle dM :M →M telle que
dM (µM ) = µM (dM ⊗ 1A + 1M ⊗ d
A).
Si (M,µM ) est un A-module gradue´, une de´rivation de modules est un morphisme dM : M → M
ve´rifiant l’e´quation ci-dessus. Une diffe´rentielle de module est une de´rivation de degre´ +1 et de carre´
nul. Si A est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire, on note ModA la cate´gorie des A-modules
diffe´rentiels gradue´s unitaires.
Soit f : A → A′ un morphisme de Alg. La restriction le long de f d’un A′-module M est le
A-module dont l’objet sous-jacent est M et dont la multiplication est µM (f ⊗ 1). Le A′-module
induit par f d’un A-module M a pour objet sous-jacent M ⊗A A′ et pour multiplication 1⊗ µA
′
.
Soit A une alge`bre augmente´e et soit i : A → A l’injection canonique. Le foncteur restriction est
une e´quivalence de ModA sur la cate´gorie des modules diffe´rentiels gradue´s sur A, son quasi-inverse
est le foncteur induction.
Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e et M et N deux modules diffe´rentiels gradue´s. Si f
et g sont deux morphismes M → N , une homotopie entre f et g est un morphisme gradue´ de
A-modules h : M → N de degre´ −1 tel que h ◦ d + d ◦ h = f − g. Deux morphismes f et g sont
homotopes s’il existe une homotopie entre f et g.
Modules libres
Soit A une alge`bre de M. Soit V un objet de M′. Le morphisme 1V ⊗ µA de´finit une structure
de A-module sur V ⊗A. Un A-module M est libre sur V s’il existe un isomorphisme de A-modules
M
∼
−→ V ⊗ A. Un module diffe´rentiel gradue´ est presque libre s’il est libre en tant que module
gradue´.
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Lemme 2.1.1.1 Soit A un objet de Alga. Soit M un objet de ModA et V un objet de GrC′.
a. L’application f 7→ f(1⊗η) est une bijection de l’ensemble des morphismes de modules gradue´s
V ⊗A→M vers l’ensemble des morphismes gradue´s V →M . L’application inverse associe






b. L’application d 7→ d(1 ⊗ η) est une bijection de l’ensemble E des de´rivations du modules
gradue´s V ⊗A vers l’ensemble des morphismes gradue´s g : V → V ⊗A. L’application inverse
associe a` g :M → N la diffe´rentielle
1⊗ dA + (1⊗ µA)(g ⊗ 1).
Cette bijection fait correspondre le sous-ensemble de E forme´ des diffe´rentielles de modules
au morphismes de degre´ +1 tel que
(1V ⊗ µ




Une coge`bre (C,∆) de M est co-unitaire si elle est munie d’un morphisme η : C → e tel que
(1⊗η)∆ = (η⊗1)∆ = 1. Le morphisme η s’appelle la co-unite´ de C. Si C et C′ sont deux coge`bres
co-unitaires, un morphisme de coge`bres co-unitaires f : C → C′ est un morphisme de coge`bres f tel
que ηC′f = ηC . Le morphisme e→ e⊗e donne´ par la contrainte d’unitarite´ de la cate´gorie de base
de´finit une structure de coge`bre co-unitaire sur l’objet neutre e. Une coge`bre C est co-augmente´e
si elle est munie d’un morphisme de coge`bres co-unitaires
ε : e→ C.
Le morphisme ε s’appelle la co-augmentation de la coge`bre C. Si C et C′ sont deux coge`bres co-
augmente´es, un morphisme de coge`bres co-augmente´es f : C → C′ est un morphisme de coge`bres
unitaires f tel que fεC = εC′ .
Si C est une coge`bre co-augmente´e de M, la coge`bre re´duite C est le conoyau de la co-
augmentation. Si C est une coge`bre de M, la coge`bre co-augmente´e C+ est la coge`bre dont l’objet
sous-jacent est C ⊕ e et dont la comultiplication est le morphisme de´fini par les composantes
e→ e⊗ e, C → e⊗ C, C → C ⊗ e et C
∆
−→ C ⊗ C,
ou` les trois premiers morphismes sont de´finis par la contrainte d’unitarite´ de la cate´gorie de base.
La co-augmentation de C+ est l’injection canonique e → C+. Si V est un objet gradue´ de C, on
note T cV la coge`bre (T cV )+. Soit Cogca la cate´gorie des coge`bres co-augmente´es de CC dont les
coge`bres re´duites sont cocomple`tes. Le foncteur
Cogc → Cogca, C 7→ C+,
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est une e´quivalence dont le quasi-inverse est le foncteur C → C.
Comodules
Soit C une coge`bre de M. Un C-comodule (a` droite) dans M′ est un objet gradue´ N de M′
muni d’un morphisme ∆N : N → N ⊗ C (de degre´ 0 si M′ = GrC′) tel que
(1⊗∆C)∆N = (∆N ⊗ 1)∆N .
Si N et N ′ sont deux C-comodules, un morphisme de C-comodules f : N → N ′ est un morphisme
de M′ tel que ∆N
′
f = (f⊗1)∆N . Si la coge`bre C est co-unitaire, un C-comodule N est co-unitaire
si ∆N (1⊗ η) = 1N .
SoitC une coge`bre gradue´e (resp. diffe´rentielle gradue´e). Un C-comodule gradue´ (resp. diffe´rentiel
gradue´) est un C-comodule dans la cate´gorie GrC′ (resp. CC′). Si C est une coge`bre diffe´rentielle
gradue´e, un comodule diffe´rentiel gradue´ est donc un objet N de GrC′, muni d’une comultiplication
∆N : N → N ⊗ C et d’une diffe´rentielle dN : N → N telle que
∆NdN = (dN ⊗ 1A + 1N ⊗ d
A)∆N .
Si (N,∆N ) est un C-comodule gradue´, une code´rivation de comodules est un morphisme dN : N →
N ve´rifiant l’e´quation ci-dessus. Une diffe´rentielle de comodule est une code´rivation de degre´ +1 et
de carre´ nul. Si la coge`bre C est co-unitaire, on note ComC la cate´gorie des comodules diffe´rentiels
gradue´s co-unitaires.
Soit f : C → C′ un morphisme de Cog. La corestriction le long de f d’un C-comodule N
est le C′-comodule dont l’objet sous-jacent est N et dont la comultiplication est (1 ⊗ f)∆N . Le
C-comodule co-induit par f associe´ a` un C′-comodule N a pour objet sous-jacent le noyau
ker(N ⊗ C
u
−→ N ⊗ C′ ⊗ C),
ou` u = ∆N ⊗ 1C − (1N ⊗ f ⊗ 1C)(1N ⊗∆C), et pour comultiplication le morphisme induit par
1N ⊗∆C : N ⊗ C → N ⊗ C ⊗ C.
Soit C une coge`bre co-augmente´e et soit p : C → C la projection canonique. Le foncteur cores-
triction est une e´quivalence de la cate´gorie ComC sur la cate´gorie des C-comodules diffe´rentiels
gradue´s. Son quasi-inverse est le foncteur co-induction.
Soit C une coge`bre diffe´rentielle gradue´e et soit N et N ′ deux comodules diffe´rentiels gradue´s.
Si f et g sont deux morphismes N → N ′, une homotopie entre f et g est un morphisme gradue´ de
C-comodules h : N → N ′ de degre´ −1 tel que h ◦ d+ d ◦ h = f − g. Deux morphismes f et g sont
homotopes s’il existe une homotopie entre f et g.
Comodules cocomplets
Soit C une coge`bre co-augmente´e de M et N un C-comodule co-unitaire dans M′. On de´finit
∆(2) = ∆N et, pour tout n ≥ 3, on de´finit ∆(n) : N → N ⊗ C⊗n−1 par
∆(n) = (1⊗n−2 ⊗∆C)∆(n−1).
Soit n ≥ 1. Le noyau N[n] du morphisme
N
∆(n+1)
−→ N ⊗ C⊗n
1⊗p⊗n
−→ N ⊗ C⊗n
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(ou` p : C → C est la projection canonique) est un sous-comodule de N. Il s’appelle le sous-
comodule des n-primitifs de N. Pour n = 1, on obtient le sous-comodule des primitifs de N . La
suite croissante de sous-comodules
N[1] ⊂ N[2] ⊂ N[3] ⊂ · · ·
est la filtration primitive du comodule N. Si C est un objet de Cogca, un C-comodule diffe´rentiel
gradue´ co-unitaire N est cocomplet si sa filtration primitive est exhaustive. On note ComcC la
cate´gorie des comodules cocomplets.
Comodules colibres
Soit C une coge`bre co-augmente´e dans M. Soit V un objet de M′. Le morphisme
1⊗∆C : V ⊗ C → V ⊗ C ⊗ C
munit V ⊗C d’une structure de C-comodule. Son sous-comodule des primitifs est le comodule V ⊗e.
Pour n ≥ 2, son sous-comodule des n-primitifs est le C-comodule V ⊗C[n−1]. Le C-comodule V ⊗C
est donc cocomplet si C est un objet de Cogca. Un C-module N est colibre sur V s’il existe un
isomorphisme de C-comodules N
∼
−→ V ⊗C. Si C est un objet de Cogca, un comodule diffe´rentiel
gradue´ est presque colibre s’il est libre en tant que comodule gradue´. La sous-cate´gorie de ComcC
forme´e des objets presque colibres est note´e prcolC.
Lemme 2.1.2.1 Soit C une coge`bre diffe´rentielle gradue´e co-unitaire, N un objet dans ComC et
V un objet gradue´.
a. L’application f 7→ (1 ⊗ ηC)f est une bijection de l’ensemble des morphismes de comodules
gradue´s N → V ⊗ C sur l’ensemble des morphismes gradue´s N → V. L’application inverse
envoie g : N → V sur le morphisme de C-comodules
N
∆
−→ N ⊗ C
g⊗1
−→ V ⊗ C.
b. L’application d 7→ (1⊗ ηC)d est une bijection de l’ensemble
coder(V ⊗ C)
des code´rivations du comodules V ⊗C sur l’ensemble des morphismes gradue´s g : V ⊗C → V .
L’application inverse envoie g sur la code´rivation
(g ⊗ 1)(1V ⊗∆
C) + 1V ⊗ d
C .
Cette bijection fait correspondre les diffe´rentielles de comodules aux morphismes gradue´s de
degre´ +1 tels que
g(1V ⊗ d
C) + g(g ⊗ 1C)(1V ⊗∆
C) = 0.

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2.2 ComcC comme cate´gorie de mode`les
2.2.1 Cochaˆıne tordante et produits tensoriels tordus
De´finition 2.2.1.1 SoitC une coge`bre diffe´rentielle gradue´e et A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e.
Une cochaˆıne tordante est un morphisme gradue´ τ : C → A de degre´ +1 tel que
dAτ + τdC +m(τ ⊗ τ)∆ = 0.
Si f : A → A′ est un morphisme dans Alg (resp. si g : C′ → C est un morphisme dans Cog)
la composition f ◦ τ (resp. τ ◦ g) est encore une cochaˆıne tordante. Ainsi, une cochaˆıne tordante
τ : C → A induit une cochaˆıne tordante τ+= i ◦ τ ◦ p : C+→ A+, ou` i est l’injection canonique
A → A+ et p la projection canonique C+→ C. Soit A un objet de Alga et C un objet de Coga.
Une cochaˆıne tordante C → A est admissible si elle est induite par une cochaˆıne tordante C → A.
Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e augmente´e et C une coge`bre diffe´rentielle gradue´e co-
augmente´e. Soit τ : C → A une cochaˆıne tordante admissible. Soit M un objet de ModA. Soit le
morphisme tτ :M ⊗ C →M ⊗ C de´fini comme la composition
M ⊗ C
1⊗∆
−→ M ⊗ C ⊗ C
1⊗τ⊗1
−→ M ⊗A⊗ C
µM⊗1
−→ M ⊗ C.
Comme τ est une cochaˆıne tordante, la somme
bτ = b+ tτ :M ⊗ C −→M ⊗ C
ou` b est la diffe´rentielle du produit tensoriel M ⊗ C, donne une diffe´rentielle sur le C-comodule
gradue´ co-unitaire M ⊗C. Le produit tensoriel M ⊗C muni de la diffe´rentielle tordue (par τ) bτ
est note´ M ⊗τ C. Si M et M ′ sont deux objets de ModA, un morphisme f : M → M ′ induit un
morphisme de C-comodules gradue´s co-unitaires f ⊗ 1C : M ⊗τ C → M ′ ⊗τ C compatible aux
diffe´rentielles. Nous obtenons ainsi un foncteur
Rτ : ModA→ ComC, M 7→M ⊗τ C.
Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguite´ nous noterons ce foncteur R.
De manie`re duale, si N est C-comodule diffe´rentiel gradue´ co-unitaire, le morphisme Tτ est
de´fini comme la composition
N ⊗A
∆N⊗1




−→ N ⊗ C.
La somme de la diffe´rentielle D du produit tensoriel N ⊗ A et du morphisme Tτ de´finit une
nouvelle diffe´rentielle sur le A-module gradue´ unitaire N ⊗ A. Le produit tensoriel N ⊗ A muni
de la diffe´rentielle tordue (par τ) Dτ = D + Tτ est note´ N ⊗τ A. Si N et N
′ sont deux objets
de ComcC, un morphisme f : N → N ′ induit un morphisme de A-modules gradue´s unitaires
f ⊗ 1A : N ⊗τ A→ N ′ ⊗τ A compatible aux diffe´rentielles. Nous obtenons ainsi un foncteur
Lτ : ComC → ModA, N → N ⊗τ A
que nous noterons L lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguite´.
Lemme 2.2.1.2 Le foncteur L : ComC → ModA est adjoint a` gauche au foncteur R : ModA→
ComC.
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De´monstration : Soit N un objet de ComC et M un objet de ModA. Nous allons donner la
bijection fonctorielle
φ : HomModA(LN,M) −→ HomComC(N,RM).
Soit f : LN →M un morphisme de ModA. Par le lemme 2.1.1.1, il est de´termine´ par sa composition
α = f ◦ (1N ⊗ ηA) : N → M. Par le lemme 2.1.2.1, le morphisme α de´termine a` son tour un
morphisme gradue´ de C-comodules co-unitaires φ(f) : N → RM tel que (1 ⊗ ηC)φ(f) = α. On
ve´rifie que la condition bτφ(f) − φ(f)dN = 0 e´quivaut a` la condition dMf − fDτ = 0. 
De´finition 2.2.1.3 Une cochaˆıne tordante admissible τ : C → A est acyclique si, pour tout objet
M de ModA, le morphisme d’adjonction
φ : LRM →M
est un quasi-isomorphisme (voir la proposition 2.2.4.1 ci-dessous pour des conditions e´quivalentes).
Notation 2.2.1.4 (Construction bar et cobar) Soit A un objet de Alga. Nous notons B+A la
coge`bre co-augmente´e (BA)+, ou` A est l’alge`bre re´duite associe´e a` A. Attention a` ne pas confondre
les coge`bres co-augmente´es B+A et (BA)+. Soit C un objet de Cogca. Nous notons Ω+C l’alge`bre
augmente´e (ΩC)+, ou` C est le coge`bre re´duite associe´e a` C. Elle n’est pas isomorphe a` (ΩC)+.






ou` la premie`re fle`che est la projection canonique et la dernie`re l’injection canonique, est une
cochaˆıne tordante admissible. La cochaˆıne τA est universelle parmi les cochaˆınes tordantes
admissibles de but A, i. e. si C est un objet de Coga et τ : C → A est une cochaˆıne tordante
admissible, il existe un unique morphisme gτ tel que τA ◦ gτ = τ.
b. De fac¸on duale, nous associons a` un objet C de Cogca une cochaˆıne tordante admissible
τC : C → C
i◦ω
−→ ΩC → Ω+C
ou` i : S−1C → ΩC est l’injection canonique. La cochaˆıne τC est universelle parmi les
cochaˆınes tordantes admissibles de source C, i. e. si τ : C → A est une cochaˆıne tordante
admissible, il existe un unique morphisme fτ tel que fτ ◦ τC = τ.
De´monstration : SoitC un objet de Cogca etA un objet de Alga. Soit τ : C → A un morphisme




le morphisme gradue´ d’alge`bres augmente´es relevant (1.1.2.1) la composition τ ◦ s et
gτ : C → B
+A
le morphisme gradue´ de coge`bres co-augmente´es relevant (1.1.2.2) la composition s ◦ τ . Par la
de´monstration du lemme 1.2.2.5, le morphisme gradue´ τ est une cochaˆıne tordante si et seulement
si fτ est compatible aux diffe´rentielles si et seulement si gτ est compatible aux diffe´rentielles.
a. La composition ω ◦ p : BA → A est une cochaˆıne tordante car le rele`vement (1.1.2.2)
de p : BA → SA est l’identite´ de la coge`bre BA (et cette dernie`re commute e´videmment a` la
diffe´rentielle de BA). L’universalite´ est imme´diate.
b. Idem. 
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De´finition 2.2.1.6 On appelle τA la cochaˆıne tordante universelle de A et τC la cochaˆıne tordante
universelle de C.
Remarque 2.2.1.7 Dans [HMS74], le foncteur
RτA : ModA→ ComcB
+A, M 7→M ⊗τA B
+A,
est note´ BAM. 
Notons
Res : ModA→ ModΩ+C
le foncteur restriction le long de fτ et
Ind : ModΩ+C → ModA
le foncteur induction. On sait que (Ind,Res) est une paire de foncteurs adjoints de la cate´gorie
ModΩ+C vers la cate´gorie ModA. Notons
Resop : ComcC → ComcB+A
le foncteur corestriction le long de gτ et
Indop : ComcB+A→ ComcC
le foncteur co-induction. On sait que (Resop, Indop) est une paire de foncteurs adjoints de la cate´gorie
ComcC vers la cate´gorie ComcB+A.
Lemme 2.2.1.8 a. La paire de foncteurs adjoints (Lτ , Rτ ) de la cate´gorie ModA vers la cate´gorie
ComcC est la composition de la paire (Ind,Res) avec la paire (LτC , RτC ).
b. La paire de foncteurs adjoints (Lτ , Rτ ) de la cate´gorie ModA vers la cate´gorie ComcC est
la composition de la paire (LτA , RτA) avec la paire (Res
op, Indop). 
Lemme 2.2.1.9 a. Soit A un objet de Alga. La cochaˆıne tordante universelle τA est acyclique.
b. Soit C un objet de Cogca. La cochaˆıne tordante universelle τC est acyclique.
De´monstration : a. Soit M un objet de ModA. Montrons que LRM = (M ⊗B+A⊗A, d) est
une re´solution (dite re´solution bar normalise´e) de M
barA(M) = · · · →M ⊗ A
⊗i ⊗A→ · · · →M ⊗A⊗A→M ⊗A,
et que le morphisme Φ correspondant au morphisme barA(M) → M est un quasi-isomorphisme.
Comme dans le cas ou` M est concentre´ en degre´ 0, (voir [CE99, IX.6] ou` ce complexe se nomme
le complexe standard normalise´) les morphismes
hi−1 = 1
⊗i ⊗ p⊗ ε :M ⊗A⊗i−1 ⊗A→M ⊗A⊗i ⊗A,
ou` p est la projection canonique, de´finissent une homotopie contractante du complexe
· · · →M ⊗A⊗i ⊗A→ · · · →M ⊗A⊗A→M ⊗A→M → 0.
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b. SoitM un objet de ModΩ+C. Montrons que Φ : LRM →M est un quasi-isomorphisme filtre´.
Munissons ΩC de la filtration induite par la filtration primitive de C conside´re´ comme coge`bre.




= (ΩC)i ⊕ e, i ≥ 0.
Munissons C, conside´re´ comme objet de ComC, de sa filtration primitive de C-module (nous la
comple´tons par C[0] = e). Munissons M de la filtration de´finie par la suite Mi = M , i ≥ 0.
Ces filtrations induisent sur LRM = (M ⊗ C ⊗ Ω+C) une filtration de complexes. Le morphisme
Φ : LRM →M devient un morphisme filtre´ pour ces filtrations. Il induit un morphisme
Gr0(LRM)→ Gr0M
qui est l’identite´ de M. Comme GriM = 0 pour tout i ≥ 1, il nous suffit de montrer que
Gri(LRM), i ≥ 1,
est contractile. Soit i ≥ 1. Par construction, nous avons un isomorphisme d’objets gradue´s













ou` ρ est le morphisme induit par TτC⊕
i1+i2=i
i1 6=0
M ⊗ Gri1C ⊗ Gri2Ω
+C −→M ⊗ e⊗ GriΩ
+C.







2.2.2 ComcC comme cate´gorie de mode`les
Soit C un objet de Cogca. Dans cette section, nous allons munir ComcC d’une structure de
cate´gorie de mode`les. Nous commenc¸ons par rappeler la structure de cate´gorie de mode`les sur
ModA, ou` A est un objet de Alga et nous e´nonc¸ons ensuite le the´ore`me principal (2.2.2.2). Nous
ne de´taillerons pas toute sa de´monstration car elle est similaire a` celle de (1.3.1.2). Seul les points
qui diffe`rent seront de´veloppe´s.
Rappels sur la cate´gorie ModA
Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire. Dans la cate´gorie ModA, conside´rons les trois
classes de morphismes suivantes
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- la classe Qis des quasi-isomorphismes,
- la classe Fib des morphismes f :M →M ′ tels que fn est un e´pimorphisme pour tout n ∈ Z,
- la classe Cof des morphismes qui ont la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par rapport aux
morphismes appartenant a` Qis ∩ Fib.
The´ore`me 2.2.2.1 (Hinich [Hin97]) La cate´gorie ModA munie des classes de morphismes de´finies
ci-dessus est une cate´gorie de mode`les. Tous les objets sont fibrants. Les objet cofibrants sont de´crits
dans la remarque 2.2.2.10 ci-dessous.
Le the´ore`me principal
Soit A un objet de Alga et C un objet de Cogca. Soit τ : C → A une cochaˆıne tordante
admissible acyclique. Dans la cate´gorie ComcC des comodules diffe´rentiels gradue´s co-unitaires
cocomplets, nous conside´rons les trois classes de morphismes suivantes :
- la classe Eq des e´quivalences faibles est forme´e des morphismes f : N → N ′ tels que Lf :
LN → LN ′ est un quasi-isomorphisme de modules,
- la classe Cof des cofibrations est forme´e des morphismes f : N → N ′ qui, en tant que
morphismes de complexes, sont des monomorphismes,
- la classe Fib des fibrations est forme´e des morphismes qui ont la proprie´te´ de rele`vement a`
droite par rapport aux cofibrations triviales.
The´ore`me 2.2.2.2 a. La cate´gorie ComcC munie des trois classes de morphismes ci-dessus
est une cate´gorie de mode`les. Tous ses objets sont cofibrants. Un objet de ComcC est fibrant
si et seulement si il est un facteur direct d’un objet RM , ou` M est un objet de ModA.
b. Munissons la cate´gorie ModA de la structure de cate´gorie de mode`les du the´ore`me 2.2.2.1.
La paire de foncteurs adjoints (L,R) de ComcC dans ModA est une e´quivalence de Quillen.
c. La structure de cate´gorie de mode`les sur ComcC ne de´pend pas de la cochaˆıne tordante
admissible acyclique τ .
En particulier, la cate´gorie HoComcC est e´quivalente a` la cate´gorie de´rive´e DA (voir la
de´finition dans 2.2.3). Le the´ore`me 2.2.2.2 et le lemme 2.2.1.9 implique le corollaire suivant :
Corollaire 2.2.2.3 La cate´gorie ComcC admet une unique structure de cate´gorie de mode`les telle
que pour toute cochaˆıne tordante admissible acyclique τ : C → A, ou` A est un objet de Alga, le
couple de foncteurs adjoints (L,R) est une e´quivalence de Quillen. 
De´finition 2.2.2.4 Nous appelons la structure de cate´gorie de mode`les sur ComcC du corollaire
la structure canonique.
Pour montrer le the´ore`me 2.2.2.2, nous avons besoin (comme pour la de´monstration du the´ore`me
1.3.1.2) d’introduire des filtrations.
Si l’alge`bre A (resp. la coge`bre C) est filtre´e, un A-module diffe´rentiel gradue´ filtre´ (resp. C-
comodule diffe´rentiel gradue´ filtre´) est un A-module (resp. C-comodule) dans la cate´gorie des
complexes filtre´s. Un C-comodule filtre´M est admissible si sa filtration est exhaustive et siM0 = 0.
Par de´finition, tous les objets de ComcC, munis de leur filtration primitive sont admissibles.
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Lemme 2.2.2.5 Si C est munie d’une filtration exhaustive de coge`bres telle que C0 = e, un quasi-
isomorphisme filtre´ de C-comodules admissibles est une e´quivalence faible.
De´monstration : Soit f : N → N ′ un quasi-isomorphisme filtre´ de C-comodules admissibles.
La filtration de N induit une filtration de A-module de´finie par la suite
(LN)i = Ni ⊗A, i ≥ 0.
La diffe´rentielle de (LN)i, i ≥ 0, est la somme de la diffe´rentielle du produit tensoriel Ni ⊗ A et
de la contribution de Dτ . Comme la filtration de N est admissible et que la cochaˆıne τ : C → A




est celle du produit tensoriel GrN ⊗ A et le morphisme Lf est bien un quasi-isomorphisme de
A-modules. 
Lemme 2.2.2.6 a. Soit M et M ′ deux objets de ModA. Le foncteur R envoie un quasi-
isomorphisme f :M →M ′ sur une e´quivalence faible Rf : RM → RM ′ dans ComcC.
b. Soit M un objet de ModA. Le morphisme d’adjonction
Φ : LRM −→M
est un quasi-isomorphisme de A-modules.
c. Soit N un objet de ComcC. Le morphisme d’adjonction
Ψ : N −→ RLN
est une e´quivalence faible de ComcC.
De´monstration :
b. La cochaˆıne τ est acyclique.
a. Le morphismeRf est une e´quivalence faible si et seulement si LRf est un quasi-isomorphisme.
Par le point b, Φ est un quasi-isomorphisme. Par ailleurs, on a
ΦM ◦ f = LRf ◦ ΦM ′ .
La saturation des quasi-isomorphismes dans ModA nous donne le re´sultat.
c. Nous voulons montrer que Ψ est une e´quivalence faible, c’est-a`-dire que LΨ : LN → LRLN
est un quasi-isomorphisme. Nous savons que
ΦLN ◦ LΨN = 1LN
et que Φ est un quasi-isomorphisme. Le morphisme LΨ est donc aussi un quasi-isomorphisme. 
Rappelons la description de [Hin97] des cofibrations de ModA. Les cofibrations standard (resp. tri-
viales) de ModA sont de´finies comme dans la de´finition 1.3.2.5, a` la diffe´rence pre`s que M ♯ de´signe
le complexe sous-jacent a` un objet M de ModA et que FV de´signe le module diffe´rentiel gradue´
libre sur un complexe V. Nous avons alors la meˆme description (voir juste dessous 1.3.2.5) des
cofibrations (resp. triviales) de ModA a` partir des cofibrations standard (resp. triviales).
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Lemme 2.2.2.7 Soit N un objet de ComcC et N ′ un sous-objet de N tel que ∆N ⊂ N⊗e⊕N ′⊗C.
Le foncteur L envoie l’inclusion N ′ →֒ N sur une cofibration standard.
De´monstration : Soit E le conoyau de l’inclusion N ′ →֒ N . Choisissons un scindage dans la
cate´gorie des objets gradue´s
N
∼
−→ N ′ ⊕ E.
Selon cette de´composition, la comultiplication ∆N est donne´e par deux composantes
∆N
′





: E −→ N ⊗ e⊕N ′ ⊗ C,
et la diffe´rentielle est donne´e par la diffe´rentielle de N ′, celle de E et un morphisme
d′ : E −→ N ′.
Nous avons un isomorphisme d’objets gradue´s
LN
∼
−→ LN ′ ⊕ LE.
La diffe´rentielle est la somme de celle de LN ′ ⊕ LE, du morphisme
d′ ⊗ 1 : E ⊗A→ N ′ ⊗A
et du morphisme d′τ qui est la composition
E ⊗A
∆E2 ⊗1−→ N ′ ⊗ C ⊗A
1⊗τ⊗1
−→ N ′ ⊗A⊗A
1⊗µA
−→ N ′ ⊗A.
Remarquons qu’il n’y a pas de contribution de ∆E1 car la cochaˆıne τ est admissible. Posons
D′ = (d′ ⊗ 1+ d′τ )s : S
−1E → N ′ ⊗A.
Nous ve´rifions que LN est isomorphe a`
LN ′〈S−1E,D′〉.

Lemme 2.2.2.8 a. Le foncteur L pre´serve les cofibrations et les e´quivalences faibles.
b. Le foncteur R pre´serve les fibrations et les e´quivalences faibles.
De´monstration :
a. Soit j : N ′֌ N une cofibration de ComcC. Soit la filtration de N donne´e par la suite
Ni = j(N
′) +N[i], i ≥ 0,
ou` N[i], i ≥ 1, est la filtration primitive de N (comple´te´e par N0 = 0). Remarquons que, pour tout
i ≥ 1, nous avons
∆Ni ⊂ Ni ⊗ e⊕Ni−1 ⊗ C.
Nous pouvons donc appliquer le lemme 2.2.2.7. Il certifie que LNi → LNi+1 est une cofibration
standard. Le morphisme Lj : LN ′ → LN est ainsi la composition de´nombrable des cofibrations
standard LNi → LNi+1, il est donc une cofibration. Par de´finition des e´quivalences faibles dans
ComcC, le foncteur L pre´serve les e´quivalences faibles.
b. Par le point a et l’adjonction (L,R, φ) de ComcC dans ModA, le foncteur R conserve les
fibrations. Le fait qu’il conserve les e´quivalences faibles est le point a du lemme 2.2.2.6. 
74 Chapitre 2 : The´orie de l’homotopie des polydules
Lemme 2.2.2.9 Soit M un objet de ModA et N un objet de ComcC. Soit une fibration p :M ։
LN de ModA. Le morphisme j : RM
∏













est une cofibration triviale de ComcC.
De´monstration : Soit K le noyau de p. Nous avons des isomorphismes d’objets gradue´s
RM
∼











Nous avons donc un diagramme de ModA















0 // LRK // RM // LRLN // 0,
ou` les lignes sont exactes et ou` la fle`che verticale de droite et celle de gauche sont des quasi-
isomorphismes. Le morphisme Lj est donc un quasi-isomorphisme, et j est une e´quivalence faible
de ComcC. Il est clairement un monomorphisme, donc une cofibration de ComcC. 
De´monstration du the´ore`me 2.2.2.2
Par les lemmes ci-dessus, la de´monstration du fait que les classes Eq, Cof et Fib de´finissent
une structure de cate´gorie de mode`les est la meˆme que celle du the´ore`me 1.3.1.2.
Objets cofibrants et objets fibrants de ComcC
Tous les objets de ComcC sont cofibrants puisque les cofibrations sont les monomorphismes.
Montrons qu’un objet de ComcC est fibrant si et seulement si il est un facteur direct d’un objet
RM , ou` M est un objet de ModA. Nous rappelons (2.2.2.1) que tous les objets de ModA sont
fibrants. Par le lemme 2.2.2.8, l’image du foncteur R est donc forme´ d’objets fibrants de ComcC.
Ainsi, tous les objets de la forme RM et leurs facteurs directs sont fibrants. Re´ciproquement si N
est fibrant, par l’axiome (CM4), le morphisme Ψ : N → RLN (qui est une cofibration triviale) est
scinde´. L’objet N est donc un facteur direct de RLN
Remarque 2.2.2.10 La dualisation de cette de´monstration montre que les objets cofibrants de
ModA sont les facteurs directs des LN , N ∈ ComcC.
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Le point b du the´ore`me 2.2.2.2 est un corollaire du lemme 2.2.2.5. Il nous reste a` montrer le
point c.
Unicite´ de la structure de cate´gorie de mode`les sur ComcC
Soit A′ un objet de Alga. Soit τ ′ : A′ → C une cochaˆıne tordante admissible acyclique. Nous
voulons montrer que la structure de cate´gorie de mode`les sur ComcC (de´finie au point a de 2.2.2.2)
relative a` τ est la meˆme que celle relative a` τ ′.
Il suffit de le montrer dans le cas ou` τ ′ est la cochaˆıne universelle τC . Nous allons montrer
que les classes des cofibrations et les classes des e´quivalences faibles relatives aux deux structures
co¨ıncident. C’est vrai pour les cofibrations puisqu’elles sont les monomorphismes. Nous rappelons
(2.2.1.8) que la paire de foncteurs adjoints (Lτ , Rτ ) de ModA vers ComcC est la composition de
la paire (Ind,Res) avec la paire (LτC , RτC ). Comme le foncteur Res induit une e´quivalence entre
les localisations de ModA et ModΩ+C par rapport aux quasi-isomorphismes (voir [Kel94a, exple
6.1]), les e´quivalences faibles des deux structures sur ComcC co¨ıncident par le point b du the´ore`me
2.2.2.2. 
Quasi-isomorphismes filtre´s et e´quivalences faibles
Nous notons Qisf la classe des morphismes f : N → N ′ tels que C admet une filtration
exhaustive de coge`bre telle que C0 = e et tels que N et N
′ admettent des filtrations admissibles
de C-comodules pour lesquelles f est un quasi-isomorphisme filtre´. Le lemme 2.2.2.5 montre que
nous avons une inclusion
Qisf ⊂ Eq.











De´monstration : La de´monstration est similaire a` celle du point a de la proposition 1.3.5.1.
Nous ve´rifions que le morphisme d’adjonction
Ψ : N → RτCLτCN
est un morphisme quasi-isomorphisme filtre´ pour la filtration primitive sur N et la filtration sur
RτCLτCN induite par les filtrations primitives de N et C. Le morphisme RτCLτCf est clairement
un quasi-isomorphisme filtre´. La proprie´te´ de saturation des quasi-isomorphismes filtre´s applique´e
a` l’e´galite´ RLf ◦ΨN = ΨN ′ ◦ f nous donne le re´sultat. 
76 Chapitre 2 : The´orie de l’homotopie des polydules
2.2.3 Structure triangule´e sur Ho ComcC
Rappel sur la structure triangule´e sur HoModA
Rappelons qu’une cate´gorie de Frobenius est une cate´gorie exacte au sens de Quillen [Qui73]
qui posse`de assez d’injectifs et assez de projectifs et dont la classe des projectifs co¨ıncide avec celle
des injectifs. Il est connu [Hel60], [Hap87], [KV87] que le quotient d’une cate´gorie de Frobenius A
par l’ide´al des morphismes se factorisant par un projectif est une cate´gorie triangule´e [Ver77]. On
l’appelle la cate´gorie stable associe´e a` A.
Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire. La cate´gorie ModA, munie de la classe E





−→M ′′ → 0
qui sont scinde´es dans la cate´gorie de modules gradue´s, est une cate´gorie exacte. La classe des








, M ∈ ModA.
Elle co¨ıncide avec la classe des objets projectifs. La cate´gorie ModA est donc une cate´gorie de
Frobenius. Nous notons HA la cate´gorie stable associe´e a` ModA. Elle est une cate´gorie triangule´e.
Son foncteur suspension est le foncteur M 7→ SM . Ses triangles standard proviennent des suites
exactes de E . Les quasi-isomorphismes de ModA sont exactement les morphismes f dont l’image
f par le foncteur canonique ModA→ HA s’inse`re dans un triangle
N →M
f
−→M ′ → SN,
ou` N est acyclique. La cate´gorie de´rive´e DA est la localisation de la cate´gorie HA par rapport
aux quasi-isomorphismes. Les triangles standard de DA sont l’image par le foncteur
Q : HA −→ DA
des triangles standard de HA. La cate´gorie de´rive´e DA, munie de l’endofoncteur suspension est
triangule´e pour la classe des triangles distingue´s, i. e. les triangles isomorphes a` des triangles





−→M ′′ → 0
est une suite exacte (non ne´cessairement scinde´e) de ModA, le morphisme [p, 0] : C(i) → M ′′ est














est un triangle distingue´ de DA.
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Structure triangule´e sur HoComcC
Soit C un objet de Cogca. La cate´gorie ComcC, munie de la classe F des suites exactes courtes
qui sont scinde´es dans la cate´gorie des comodules gradue´s, est une cate´gorie de Frobenius dont la








, N ∈ ComcC.
Nous notons HC la cate´gorie stable associe´e. Elle est triangule´e. Son foncteur suspension est
N 7→ SN . Les suites exactes de F donnent lieu aux triangles standard. Les triangles distingue´s
sont les triangles isomorphes aux triangles standard.
Soit τ : C → A une cochaˆıne tordante admissible acyclique ou` A est un objet de Alga. Les
foncteurs L et R forment un couple de foncteurs exacts entre les cate´gories ComcC et ModA
et pre´servent l’injectivite´. Ils induisent donc un couple de foncteurs adjoints triangule´s entre les





est clairement isomorphe a` la cate´gorie HoComcC. Rappelons (thm 2.2.2.2) que les foncteurs R et










En particulier, le syste`me multiplicatif Eq est compatible aux triangles de HC car il est l’image
re´ciproque du syste`me multiplicatif des isomorphismes de DA par le foncteur triangule´ compose´
HC
L
−→ HA −→ DA.
Il en re´sulte que DC porte une structure triangule´e canonique et que les e´quivalences induites entre
DA et DC sont des foncteurs triangule´s.
2.2.4 Caracte´risation de l’acyclicite´ des cochaˆınes tordantes
Nous rappelons que le foncteur + : Cogc → Cogca est une e´quivalence de cate´gories (2.1.2).
Munissons Cogca de la structure de cate´gorie de mode`les induite par celle de Cogc (voir 1.3.1.2).
Proposition 2.2.4.1 Soit A un objet de Alga et C un objet de Cogca. Soit τ : C → A une cochaˆıne
tordante admissible. Les conditions suivantes sont e´quivalentes.
a. La cochaˆıne tordante τ est acyclique, i. e. si M est un objet de ModA, le morphisme
d’adjonction
Φ : LRM →M
est un quasi-isomorphisme de ModA.
b. Si N est un objet de ComcC, le morphisme d’adjonction
Ψ : N → RLN
est une e´quivalence faible de ComcC.
c. Le morphisme d’adjonction
LRA = A⊗τ C ⊗τ A
ΦA−→ A
est un quasi-isomorphisme de ModA.
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d. Le morphisme
ηA ⊗ εC : e→ A⊗τ C
est une e´quivalence faible de ComcC.
e. Le morphisme d’alge`bres fτ (2.2.1.5) est un quasi-isomorphisme.
f. Le morphisme de coge`bres gτ (2.2.1.5) est une e´quivalence de Cogca.
De´monstration :
a⇒ b. C’est une conse´quence du point b du the´ore`me 2.2.2.2.
a⇒ c. C’est clair.
b⇒ d. Nous avons l’e´galite´ Ψe = ηA ⊗ εC .
c⇒ a. La sous-cate´gorie de DA forme´e des objets M tel que
Φ : LRM →M
est un quasi-isomorphisme est une sous-cate´gorie triangule´e aux sommes infinies contenant A par
hypothe`se. Elle co¨ıncide donc (voir [Kel94a, 4.2]) avec DA.
d⇒ e. Rappelons que τC : C → Ω
+C est acyclique (2.2.1.9). Cela implique que le morphisme
LτCe = Ω
+C −→ LτC(A⊗τ C) = LτCRτC ResA
et le morphisme d’adjonction
LτCRτC ResA→ ResA
sont des quasi-isomorphismes. Le morphisme fτ est un quasi-isomorphisme car il est e´gal a` la
compose´e
Ω+C −→ LτCRτC ResA −→ ResA.
e⇔ f. C’est le point b du the´ore`me 1.3.1.2.
e⇒ a. Comme la cochaˆıne τC est acyclique, le morphisme d’adjonction
LτCRτCM =M ⊗τ C ⊗τC Ω
+C →M
est un quasi-isomorphisme. Par ailleurs, il est e´gal a` la compose´e
M ⊗τ C ⊗τC Ω
+C
φM
−→M ⊗τ C ⊗τ A
ΦM−→M.
Il nous suffit donc de montrer que le morphisme φM induit par le morphisme fτ est un quasi-
isomorphisme. Munissons le comodule M ⊗τ C de sa filtration primitive. Nous avons alors
Gr(M ⊗τ C) =M ⊗ GrC
et des filtrations induites sur M ⊗τ C ⊗τ A et M ⊗τ C ⊗τ Ω+C qui ve´rifient
Gr(M ⊗τ C ⊗τ A) =M ⊗ GrC ⊗A et Gr(M ⊗τ C ⊗τC Ω
+C) =M ⊗ GrC ⊗ Ω+C.
Pour ces filtrations, le morphisme φM est un morphisme filtre´ et il induit des quasi-isomorphismes
dans les objets gradue´s car fτ est un quasi-isomorphisme. Il est donc un quasi-isomorphisme. 
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2.3 Polydules
2.3.1 De´finitions
De´finition 2.3.1.1 Soit A une An-alge`bre. Un An-module sur A dans la cate´gorie GrC′ est un
objet gradue´ M dans GrC′ muni d’une famille de morphismes gradue´s
mMi :M ⊗A
⊗i−1 →M, 1 ≤ i ≤ n,
de degre´ 2 − i, telle qu’une e´quation (∗′m) de la meˆme forme que l’e´quation (∗m) de la de´finition
1.2.1.1 est ve´rifie´e pour tout 1 ≤ m ≤ n. Dans l’e´quation (∗′m), pour j > 0, les termes
mi(1
⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l)
de l’e´quation (∗m) doivent eˆtre interpre´te´s comme
mMi (1
⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l) :M ⊗A⊗m−1 →M,




⊗l) :M ⊗A⊗m−1 →M.
De´finition 2.3.1.2 Soit A une A∞-alge`bre. Un A-polydule dans GrC′ (dans la litte´rature, cette
structure est commune´ment appele´e un A∞-module sur A) est un objet gradue´ M muni d’une
famille de morphismes gradue´s
mMi :M ⊗A
⊗i−1 →M, 1 ≤ i,
de degre´ 2− i, telle que l’e´quation (∗′m) est ve´rifie´e pour tout 1 ≤ m.
De´finition 2.3.1.3 La suspension SM d’un A-polydule est le A-polydule dont l’objet gradue´
sous-jacent est la suspension SM et dont les multiplications sont de´finies par
mSMi = (−1)
is ◦mMi ◦ (ω ⊗ 1
⊗i−1), i ≥ 1.
La section 2.3.3 nous certifiera que ceci de´finit bien un A-polydule.
De´finition 2.3.1.4 Soit A une An-alge`bre, etM et N deux An-modules sur A. Un An-morphisme
de An-modules f :M → N est une famille de morphismes gradue´s de C
′
fi :M ⊗A
⊗i−1 → N, 1 ≤ i ≤ n,









dans HomGrC′(M ⊗ A⊗m−1, N), ou` j + k + l = m, i = j + k + 1 et r + s = m. Un An-morphisme
f est strict si fi = 0 pour tout i ≥ 2. Soit M , N et T trois An-modules sur A. Soit g : M → N et
f : N → T deux An-morphismes de An-modules. La composition f ◦ g : M → T est de´finie par la
suite




⊗l), 1 ≤ i ≤ n.
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De´finition 2.3.1.5 Soit A une A∞-alge`bre et M et N deux A-polydules Un A∞-morphisme f :
M → N est une famille de morphismes gradue´s
fi :M ⊗A
⊗i−1 → N, 1 ≤ i,
de degre´ 1 − i, telle que l’e´quation (∗∗′m) est ve´rifie´e pour tout 1 ≤ m. La composition des A∞-
morphismes est de´finie par les meˆmes formules que celle de la composition d’An-morphismes. Un
A∞-morphisme f est strict si fi = 0 pour tout i ≥ 2.
Il re´sultera de la section 2.3.3 que nous obtenons bien ainsi une cate´gorie. Nous la notons
Nod∞A. La lettre N remplace la lettre M de Mod et se rapporte au Non dans “A∞-module Non
unitaires”. Notons Nodstrict∞ A la sous-cate´gorie de Nod∞A dont les objets sont les A-polydules et
dont les morphismes sont les A∞-morphismes stricts.
Remarque 2.3.1.6 Soit A une A∞-alge`bre. De manie`re analogue a` la remarque 1.2.1.3, si M est
un A-polydule,
- (M,m1) est un complexe;
- le morphisme mM2 :M ⊗A→M de´finit une action a` homotopie pre`s de l’alge`bre fortement
homotopiquement associative (1.2.1.3) A sur M . Le de´faut de compatibilite´ de la multiplic-
ation mA2 et de l’action m
M





ou` δ est de´fini a` l’aide de mM1 et m
A
1 .
- Si f :M → N est un A∞-morphisme de A-polydules, le morphisme f1 est un morphisme de
complexes (M,mM1 )→ (N,m
N
1 ).
Remarque 2.3.1.7 Soit A une A∞-alge`bre. Les morphismes m
A
i , i ≥ 1, de´finissent une structure
de A-polydule sur l’objet sous-jacent a` A.
Remarque 2.3.1.8 Soit A un objet de Alg et (M,dM ,∆M ) un A-module diffe´rentiel gradue´. Les
morphismes
mM1 = d
M , mM2 = ∆
M , mMi = 0 pour i ≥ 3
de´finissent sur l’objet sous-jacent a` M une structure de A-polydule. La cate´gorie des A-modules
diffe´rentiels gradue´s est une sous-cate´gorie non pleine de la cate´gorie des A-polydules.
De´finition 2.3.1.9 Soit A une A∞-alge`bre et M et N deux A-polydules. Un A∞-morphisme
de A-polydules f : M → N est un A∞-quasi-isomorphisme si f1 est un quasi-isomorphisme de
complexes.
De´finition 2.3.1.10 Soit A une A∞-alge`bre et M et N deux A-polydules. Soit f et g deux A∞-
morphismes M → N. Une homotopie entre f et g est une famille de morphismes
hi :M ⊗A
⊗i−1 → N, 1 ≤ i,
de degre´ −i ve´rifiant, pour tout 1 ≤ m, l’e´quation





(−1)jk+lhi(1⊗j ⊗mk ⊗ 1⊗l)
dans HomGrC′(M⊗A⊗m−1, N), ou` r+s = m et j+k+l = m. Deux A∞-morphismes d’A∞-alge`bres
f et g sont homotopes s’il existe une homotopie entre f et g.
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2.3.2 Unite´s strictes, augmentations et re´ductions
Dans ce chapitre, nous e´tudierons les polydules strictement unitaires sur des A∞-alge`bres aug-
mente´es. Nous de´finirons donc ici un type d’unitarite´ pour les A∞-structures : l’unitarite´ stricte.
Cette structure nous permettra de ge´ne´raliser certaines proprie´te´s des modules unitaires aux poly-
dules. La pertinence de cette notion d’unitarite´ relativement a` l’homotopie des A∞-structures fera
l’objet du chapitre 3.
De´finition 2.3.2.1 Une A∞-alge`bre A est strictement unitaire si elle est munie d’un morphisme
gradue´ η : e→ A de degre´ 0 tel que mi(1 . . .1⊗ η ⊗ 1 . . .1) = 0 pour tout i 6= 2 et
m2(1A ⊗ η) = m2(η ⊗ 1A) = 1A.
Le morphisme η s’appelle l’unite´ (stricte) de A. Si A et A′ sont deux A∞-alge`bres strictement
unitaires, un A∞-morphisme f : A→ A′ est strictement unitaire si f1ηA = ηA
′
et fi(1 . . .1⊗ η ⊗
1 . . .1) = 0 pour tout i ≥ 2.
Par la remarque 1.2.1.5, une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire est une A∞-alge`bre stricte-
ment unitaire. En particulier, l’alge`bre e est une A∞-alge`bre strictement unitaire.
De´finition 2.3.2.2 Une A∞-alge`bre A est augmente´e si elle est strictement unitaire et munie d’un
A∞-morphisme strict d’A∞-alge`bres strictement unitaires ε : A → e. Le morphisme ε s’appelle
l’augmentation de A.
L’A∞-alge`bre re´duite A est le noyau de ε. Soit A une A∞-alge`bre. L’A∞-alge`bre augmente´e A
+
a pour objet sous-jacent A ⊕ e, ses multiplications mi, i ≥ 1, sont telles que l’injection canonique
e→ A⊕e est l’unite´ stricte et telles qu’elles co¨ıncident avecmAi , i ≥ 1, sur A. Son augmentation est
la projection canonique A⊕ e→ e. Nous notons Alga∞ la cate´gorie des A∞-alge`bres augmente´es.
Le foncteur augmentation Alg∞ → Alga∞ est une e´quivalence dont le quasi-inverse est le foncteur
re´duction.
De´finition 2.3.2.3 Soit A une A∞-alge`bre strictement unitaire. Un A-polyduleM est strictement
unitaire si mMi (1M ⊗ 1 . . .1⊗ η ⊗ 1 . . .1) = 0 pour tout i ≥ 3 et
mM2 (1M ⊗ η) = 1M .
Un morphisme strictement unitaire de A-polydules strictement unitaires est un A∞-morphisme f
de A-polydules tel que
fi(1M ⊗ 1 . . .1⊗ η ⊗ 1 . . .1) = 0, i ≥ 2.
Si f et g sont deux morphismes strictement unitaires, une homotopie h entre f et g est strictement
unitaire si
hi(1M ⊗ 1 . . .1⊗ η ⊗ 1 . . .1) = 0, i ≥ 2.
Si h est une homotopie strictement unitaire entre deux morphismes strictement unitaires f et g,
on dit que f et g sont homotopes (relativement a` h) et on note f ∼ g. Nous notons Mod∞A la
cate´gorie des A-polydules strictement unitaires dont les morphismes sont les morphismes stricte-
ment unitaires et Modstrict∞ A la cate´gorie des A-polydules strictement unitaires dont les morphismes
sont les A∞-morphismes stricts et strictement unitaires.
Si A est une A∞-alge`bre et M un A-polydule, M
+ est l’A+-polydule (strictement unitaire) qui
a pour objet sous-jacentM et dont la multiplication mM
+
i , i ≥ 1, est telle que, restreinte a` A, elle





82 Chapitre 2 : The´orie de l’homotopie des polydules
compatible a` l’homotopie. Le quasi-inverse est donne´ par le foncteur qui envoieM sur le A-polydule
M dont l’objet sous-jacent est M et dont la multiplication mMi , i ≥ 2, est la restriction de m
M
i ,
i ≥ 2, a` M ⊗A⊗i−1.
2.3.3 Construction bar
Les de´monstrations de cette section e´tant presque identiques a` celles de la section 1.2.2, nous
nous contentons d’e´noncer les re´sultats.
Construction bar des polydules
Soit A et M deux objets gradue´s. Pour chaque i ≥ 1, nous de´finissons une bijection





ω ◦ bMi = −m
M
i ◦ ω
⊗i (ou` ω = s−1).
Soit A une A∞-alge`bre. Nous rappelons (2.1.2.1) qu’une diffe´rentielle b
M sur le (BA)+-comodule
(co-unitaire) gradue´ SM ⊗ (BA)+ est de´termine´e par la composition
(1⊗ η(BA)
+
) ◦ bM : SM ⊗ (BA)+→ SM




i induisent une bijection de
l’ensemble des structures de A-polydule sur M sur l’ensemble des diffe´rentielles bM sur le (BA)+-
comodule gradue´ SM ⊗ (BA)+.
Soit A, M et N trois objets gradue´s. Pour chaque i ≥ 1, nous de´finissons une bijection
HomGrC′(M ⊗A⊗i−1,M) → HomGrC′(SM ⊗ (SA)⊗i−1, SM)
fi → Fi
par les relations
ω ◦ Fi = (−1)
|Fi|fi ◦ ω
⊗i, i ≥ 1,
ou` Fi est un morphisme gradue´ de degre´ |Fi|. Soit A une A∞-alge`bre. On rappelle (2.1.2.1) qu’un
morphisme gradue´ de (BA)+-comodules (co-unitaires)
F : SM ⊗ (BA)+→ SN ⊗ (BA)+
est de´termine´ par la composition
(1⊗ η(BA)
+
) ◦ F : SM ⊗ (BA)+→ SM
dont nous notons les composantes Fi, i ≥ 1. Les bijections fi ↔ Fi induisent une bijection du
produit des ensembles de morphismes gradue´s
fi :M ⊗A
⊗i−1 → N, i ≥ 1,
de degre´ 1− i+n, sur l’ensemble des morphismes gradue´s de (BA)+-comodules F : SM⊗(BA)+→
SN ⊗ (BA)+ de degre´ n. Si M et N sont des A-polydules, cette bijection envoie bijectivement
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l’ensemble des familles de´finissant un A∞-morphisme f : M → N sur l’ensemble des morphismes
diffe´rentiels gradue´s de (BA)+-comodules
F : SM ⊗ (BA)+→ SN ⊗ (BA)+.
Si f et g sont deux A∞-morphismes de A-polydules, la meˆme bijection envoie bijectivement l’en-
semble des homotopies entre f et g sur l’ensemble des homotopies entre les morphismes de (BA)+-
comodules F et G correspondant a` f et g.
Ceci nous donne un foncteur
Nod∞A→ Comc(BA)
+, M 7→ (SM ⊗ (BA)+, bM ).
Construction bar des polydules strictement unitaires sur une A∞-alge`bre augmente´e
Soit A une A∞-alge`bre augmente´e. Nous notons B
+A la coge`bre co-augmente´e (BA)+, ou` A est
l’A∞-alge`bre re´duite associe´e a` A. Attention a` ne pas confondre les coge`bres co-augmente´es B
+A
et (BA)+.









est appele´ le foncteur construction bar. Nous le noterons souvent B. La suspension SM d’un po-
lydule est envoye´e par le construction bar sur BSN = (S2N ⊗ B+A, bSN ). Nous ve´rifions que ce
dernier est isomorphe a` SBN . Le foncteur construction bar envoie des A∞-morphismes homotopes
sur des morphismes homotopes de comodules et il induit une e´quivalence entre la cate´gorieMod∞A
et la sous-cate´gorie prcolB+A de ComcB+A forme´e des objets presque colibres.
2.3.4 Alge`bre Enveloppante
Dans cette section, nous de´finissons l’alge`bre enveloppante UA d’une A∞-alge`bre augmente´e A
puis montrons que la cate´gorie ModUA est isomorphe a` la cate´gorie Modstrict∞ A.
Soit V un espace gradue´ (resp. diffe´rentiel gradue´). L’alge`bre tensorielle (augmente´e) TV est
l’augmentation (TV )+ de l’alge`bre tensorielle re´duite. Soit i : V → TV l’injection canonique.
Lemme 2.3.4.1 Soit M un objet gradue´. L’application µM 7→ µM (1 ⊗ i) est une bijection de
l’ensemble des structures de TV -module unitaire sur M sur l’ensemble des morphismes gradue´s
M ⊗ V →M
de degre´ 0. L’application inverse associe a` g la multiplication
µ :M ⊗ TV →M
dont la composante M ⊗ e → M est l’identite´ et la composante M ⊗ V ⊗i → M est le morphisme
g ◦ (g ⊗ 1) ◦ · · · ◦ (g ⊗ 1⊗i−1).
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De´finition 2.3.4.2 Soit A une A∞-alge`bre augmente´e. L’alge`bre enveloppante de A est l’alge`bre
diffe´rentielle gradue´e UA = Ω+B+A, c’est-a`-dire l’alge`bre (ΩBA)+.
Lemme 2.3.4.3 L’A∞-morphisme A→ UA donne´ par le morphisme d’adjonction
B+A→ B+UA = B+Ω+B+A
est un A∞-quasi-isomorphisme. Il est universel parmi les A∞-morphismes de A vers une alge`bre
diffe´rentielle gradue´e. 
De´monstration : C’est un A∞-quasi-isomorphisme par le lemme 1.3.3.6. L’universalite´ est
imme´diate graˆce a` l’adjonction (Ω, B). 
Lemme 2.3.4.4 Nous avons un isomorphisme de cate´gories
i : ModUA→ Modstrict∞ A, M → S
−1M.
De´monstration : Soit M un objet gradue´. Nous allons montrer que les structures de UA-
module unitaire sur SM sont les structures de A-polydule strictement unitaire sur M . Soit mM1
une diffe´rentielle sur M et soit
mMi :M ⊗A
⊗i−1 →M, i ≥ 2,
des morphismes gradue´s de degre´ 2 − i. Nous de´finissons a` l’aide des bijections mMi ↔ b
M
i de la
section 1.2.2, un morphisme
g : SM ⊗ (BA)→ SM.
Par le lemme 2.3.4.1, le morphisme
SM ⊗ S−1(BA)
1⊗s
−→ SM ⊗ (BA)
g
−→ SM
se rele`ve en une structure µU de Ω+B+A-module gradue´ unitaire sur SM. Nous ve´rifions que
(SM,µU, Sm1) de´finit un module diffe´rentiel gradue´ unitaire si et seulement si les m
M
i , i ≥ 1,
de´finissent une structure de A-polydule strictement unitaire sur M . Si SM et SN sont deux UA-
modules, les morphismes de UA-modules SM → SN s’identifient clairement aux A∞-morphismes
stricts de A-polydules M → N . 
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2.4 Cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre augmente´e
Introduction
Soit A une A∞-alge`bre augmente´e. Le but de cette section est de montrer que la cate´gorie de´rive´e
D∞A = Mod∞A[Qis
−1]
est e´quivalente aux cate´gories





ou` ∼ est la relation d’homotopie. La cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre quelconque est e´tudie´e
au chapitre 4.
Plan de la section
Cette section est divise´e en trois sous-sections. Dans la sous-section 2.4.1, nous de´montrons le
the´ore`me de l’homotopie et celui des A∞-quasi-isomorphismes pour les polydules. Pour cela, nous
caracte´riserons les objets fibrants de la cate´gorie de mode`les ComcB+A : ils sont exactement les
facteurs directs des objets presque colibres et nous montrons que les the´ore`mes ci-dessus appa-
raissent alors comme des cas particuliers de re´sultats fondamentaux de l’alge`bre homotopique de
Quillen (voir appendice A). Dans la sous-section 2.4.2, nous montrons les e´quivalences annonce´es
dans l’introduction ci-dessus (toujours graˆce a` l’alge`bre homotopique de Quillen). Dans la section
2.4.3, nous e´tudions la structure triangule´e de D∞A.
2.4.1 Objets fibrants de ComcB+A
Soit A un objet de Alga∞. Le but de cette section est de montrer la proposition suivante :
Proposition 2.4.1.1 a. La relation d’homotopie (2.3.2.3) dans Mod∞A est une relation d’e´qui-
valence compatible a` la composition.
b. Un A∞-quasi-isomorphisme de A-polydules est une e´quivalence d’homotopie.
c. Soit A′ un objet de Alga. Soit ModshA′ la sous-cate´gorie pleine de Mod∞A
′ forme´e des
A′-modules diffe´rentiels gradue´s unitaires. Notons ∼ la relation d’homotopie sur ModshA′.




Remarque 2.4.1.2 Le point c reste vrai meˆme dans le cas ou` l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e
unitaire A′ n’est pas augmente´e (voir 4.1.3.8).
De´monstration : La de´monstration est identique a` celle du corollaire 1.3.1.3. Elle proce`de de
la meˆme manie`re en utilisant (a` la place du the´ore`me principal 1.3.1.2) le the´ore`me 2.2.2.2 et la
proposition 2.4.1.3 ci-dessous. 
Un raffinement de la caracte´risation des objets fibrants du the´ore`me 2.2.2.2
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Soit C un objet de Cogca.Munissons la cate´gorie ComcC de sa structure canonique de cate´gorie
de mode`les (2.2.2.4). Soit τ : C → A′ une cochaˆıne tordante admissible acyclique, ou` A′ est un
objet de Alga (il existe toujours une telle cochaˆıne graˆce au lemme 2.2.1.9). Le the´ore`me 2.2.2.2 dit
que les objets fibrants de ComcC sont les facteurs directs d’objets de la forme RτM , ou` M est un
objet de ModA′. En particulier, les objets fibrants sont facteurs directs d’objets presque colibres
de ComcC. Montrons que la re´ciproque est vrai pour certaines coge`bres :
Proposition 2.4.1.3 Soit C un objet de Cogca qui est isomorphe, en tant que coge`bre gradue´e, a`
une coge`bre tensorielle. Les objets fibrants de ComcC sont exactement les facteurs directs d’objets
presque colibres.
En particulier, puisque la coge`bre C est isomorphe a` la construction bar B+A d’un objet A de
Alga∞ les objets fibrants de ComcC sont exactement les facteurs directs de comodules qui sont
l’image par la construction bar d’un A-polydule. La de´monstration de ce re´sultat est reporte´e a` la
fin de cette section. Nous de´montrons au pre´alable quelques propositions.
Mod∞A comme “cate´gorie de mode`les sans limites”
Soit A une A∞-alge`bre augmente´e. Dans la cate´gorie Mod∞A, nous conside´rons les trois classes
de morphismes suivantes :
- la classe Eq est forme´e des e´quivalences faibles, c’est-a`-dire des A∞-quasi-isomorphismes,
- la classe Cof est forme´e des cofibrations, c’est-a`-dire des A∞-morphismes j : M → M ′ tels
que j1 est un monomorphisme,
- la classe Fib est forme´e des fibrations, c’est-a`-dire des A∞-morphismes q :M →M ′ tels que
q1 est un e´pimorphisme.
The´ore`me 2.4.1.4 La cate´gorie Mod∞A, munie des trois classes de´finies ci-dessus, ve´rifie l’axiome
(A) du the´ore`me 1.3.3.1 et les axiomes (CM2) – (CM5) de la de´finition A.7. Tous les objets sont
fibrants et cofibrants.
De´monstration : Elle est identique a` celle de 1.3.3.1 car base´e sur les lemmes d’obstruction
(voir appendice B.2). 
Liens entre la “cate´gorie de mode`les sans limites” Mod∞A et la cate´gorie de mode`les
ComcB+A
Proposition 2.4.1.5 Soit M et M ′ deux objets de Mod∞A.
a. Un A∞-morphisme f :M →M ′ est un A∞-quasi-isomorphisme de Mod∞A si et seulement
si le morphisme Bf : BM → BM ′ est une e´quivalence faible de ComcB+A.
b. Un A∞-morphisme j : M → M ′ est une cofibration de Mod∞A si et seulement si Bj :
BM → BM ′ est une cofibration de ComcB+A.
c. Un A∞-morphisme q :M →M ′ est une fibration de Mod∞A si et seulement si Bq : BM →
BM ′ est une fibration de ComcB+A.
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De´monstration : Soit UA l’alge`bre enveloppante de A. Rappelons (2.2.1.5) que la cochaˆıne
tordante universelle
τ : B+A→ Ω+B+A = UA
est acyclique. Par le corollaire 2.2.2.3, nous avons une e´quivalence de Quillen
(L,R) : ComcB+A→ ModUA.
a. Si f est un A∞-quasi-isomorphisme, le morphisme Bf est un quasi-isomorphisme filtre´ pour les
filtrations primitives. Par le lemme 2.2.2.5, il est une e´quivalence faible de ComcB+A. Supposons







BM ′ // RLBM ′.







M ′ // iLBM ′.
Comme Bf est une e´quivalence faible de ComcB+A, le morphisme LBf est un quasi-isomorphisme
de ModUA. Le morphisme (strict) iLBf est donc un A∞-quasi-isomorphisme dans Mod∞A. Le
lemme 2.4.1.6 ci-dessous montre que les fle`ches horizontales du diagramme ci-dessus repre´sentent
des A∞-quasi-isomorphismes. Par la proprie´te´ de saturation des A∞-quasi-isomorphismes dans
Mod∞A, f est donc un A∞-quasi-isomorphisme.
b et c. Meˆme de´monstration que pour la proposition 1.3.3.5. 
Lemme 2.4.1.6 Soit M un objet de Mod∞A. Le morphisme d’adjonction BM → RLBM induit
un quasi-isomorphisme dans les primitifs.
De´monstration : Il s’agit de montrer que le morphisme
SM → SM ⊗B+A⊗ UA
est un quasi-isomorphisme. Notons C la coge`bre B+A. Nous rappelons que par de´finition Ω+C =
ΩC. Il faut montrer que
SM → SM ⊗ C ⊗ Ω+C
est un quasi-isomorphisme. Munissons Ω+C de la filtration induite par la filtration primitive de C




= (ΩC)i ⊕ e, i ≥ 0.
Munissons C, conside´re´ comme objet de ComC, de sa filtration primitive de C-module (on la
comple`te par C[0] = e). Munissons M de la filtration de´finie par la suite Mi = M , i ≥ 0. Ces
filtrations induisent sur SM ⊗ C ⊗ Ω+C une filtration de complexes. Tout comme a` la fin de la
de´monstration du point b du lemme 2.2.1.9, nous montrons que
Gr0(SM ⊗ C ⊗ Ω
+C) = SM, Gri(SM ⊗ C ⊗ Ω
+C) = 0 pour i ≥ 1.
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
De´monstration de la proposition 2.4.1.3 : Nous pouvons supposer que C est e´gal a` B+A, pour
A une A∞-alge`bre augmente´e. Soit τ la cochaˆıne tordante universelle de B
+A. Nous savons que
les objets fibrants de ComcB+A sont les facteurs directs d’objets de la forme RM = M ⊗τ B+A,
ou` M est un objet de ModΩ+B+A. Ils sont donc des facteurs directs des objets presque colibres.
Re´ciproquement, si N est un objet presque colibre, il est isomorphe a` l’image par la construction
bar d’un objet M de Mod∞A. Ce dernier e´tant fibrant dans Mod∞A, l’objet N est fibrant dans
ComcB+A par le point c de la proposition 2.4.1.5. 
2.4.2 Cate´gorie de´rive´e D∞A
Dans cette section, nous de´finissons la cate´gorie de´rive´e D∞A et en donnons plusieurs descrip-
tions.
Le point a. de la proposition 2.4.1.1 montre que la de´finition suivante a un sens.
De´finition 2.4.2.1 SoitA une A∞-alge`bre augmente´e. Nous notonsH∞A la cate´gorieMod∞A/∼
, ou` ∼ est la relation d’homotopie (voir 2.3.2.3). La cate´gorie de´rive´e D∞A de Mod∞A est la
localisation par rapport aux A∞-quasi-isomorphismes de la cate´gorie Mod∞A.
La proposition (2.4.1.1) entraˆıne le re´sultat suivant :
Corollaire 2.4.2.2 La projection canonique
H∞A→ D∞A
est un isomorphisme.







est une e´quivalence. 
Lemme 2.4.2.3 La composition des foncteurs (voir 2.3.4.4)
J : ModUA
i
−→ Modstrict∞ A →֒ Mod∞A
induit un isomorphisme DUA→ D∞A.











et les foncteurs J , R et B induisent des e´quivalences entre les cate´gories
DUA, DC, (Modstrict∞ A)[Eq
−1] et D∞A.

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2.4.3 Structure triangule´e sur D∞A
Suites exactes de Mod∞A
Le foncteur
i : ModUA→ Mod∞A, SM 7→M,
identifie (voir 2.3.4.4) la cate´gorie ModUA a` la sous-cate´gorie Modstrict∞ A de Mod∞A. Il envoie la
suspension d’un UA-module sur la suspension d’un A-polydule (voir 2.3.1.3). Il identifie les suites
exactes courtes de ModUA qui sont scinde´es dans la cate´gorie des modules gradue´s aux suites de











−→M ′′ → 0
est une suite exacte de CC′ et telles qu’il existe une re´traction ρ de j1 dans GrC′ telle que, pour





Structure triangule´e sur D∞A
Nous munissons la cate´gorie de´rive´eD∞A de l’unique structure triangule´e (unique a` e´quivalence
triangule´e pre`s) pour laquelle l’e´quivalence
J : DUA→ D∞A
du lemme 2.4.2.3 est triangule´e. Comme les foncteurs
R : DUA→ DB+A et B : D∞A→ DB
+A
sont des foncteurs triangule´s nous en de´duisons le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2.4.3.1 La structure triangule´e sur D∞A a pour endofoncteur suspension celui de´fini
en 2.3.1.3. Les triangles distingue´s sont exactement ceux qui sont isomorphes aux triangles prove-
nant de suites exactes de la forme (∗) de Mod∞A. 
Coˆne d’un A∞-morphisme.





′ ⊕ SM)⊗A⊗i−1 →M ′ ⊕ SM, i ≥ 1,





i (voir 2.3.1.3) et fi ◦ (ω ⊗ 1
⊗i−1).
La construction bar envoie C(f) sur le coˆne de Bf.
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Lemme 2.4.3.2 Soit A un objet de Alga. L’inclusion
ModA →֒ Mod∞A
induit une e´quivalence triangule´e
DA→ D∞A.
De´monstration : Comme A → UA (voir 1.3.3.6) est un quasi-isomorphisme, nous avons une
e´quivalence triangule´e entre la cate´gorie DA et la cate´gorie DUA. L’inclusion (2.3.4.4)
i : ModUA→ Mod∞A
induisant une e´quivalence triangule´e de DUA sur D∞A, nous en de´duisons le re´sultat. 
2.5 Cate´gorie de´rive´e des bipolydules (le cas augmente´)
Introduction
Soit A et A′′ deux A∞-alge`bres augmente´es. Dans cette section, nous de´finissons la cate´gorie
de´rive´e D∞(A,A′′) des A-A′′-bipolydules strictement unitaires et nous en donnons plusieurs des-
criptions. Le cas ou` A et A′′ sont quelconques sera traite´ au chapitre 4.
Notations
Soit (C,⊗, e) et (C′′,⊗, e) deux K-cate´gories de Grothendieck semi-simples mono¨ıdales et C′ une
K-cate´gorie de Grothendieck semi-simple (non ne´cessairement mono¨ıdale). Nous supposons que C
est tresse´e (voir [ML98, Chap. XI]). Nous notons ⊗op le produit tensoriel de C de´fini par
A⊗ opB = B ⊗A.
Supposons que la cate´gorie mono¨ıdale C agit a` gauche sur C′ et la cate´gorie mono¨ıdale C′′ agit
a` droite sur C′ de manie`re compatible, i. e. C′ est munie de deux foncteurs (K-biline´aires sur les
espaces de morphismes)
C′ × C′′ → C′,
(M ′, A′′) 7→ M ′ ⊗A′′
et
C× C′ → C′,
(A,M ′) 7→ A⊗M ′
associatifs et unitaires a` des isomorphismes donne´s pre`s (voir [ML98, Chap. XI]) et tels que
(A⊗M ′)⊗A′′ = A⊗ (M ′ ⊗A′′).
Nous supposons en outre qu’on a une K-cate´gorie de Grothendieck semi-simple mono¨ıdale C⊗C′′,
munie d’un foncteur mono¨ıdal
(C,⊗op)× (C′′,⊗)→ C⊗ C′′, (A,A′′) 7→ A⊗A′′,
HomC(A,B)× HomC′′ (A
′′, B′′)→ HomC⊗C′′ ((A⊗A
′′), (B ⊗B′′)),
biline´aire sur les espaces de morphismes, d’une action sur C′ et d’un isomorphisme
M ⊗ (A⊗A′′) = A⊗M ⊗A′′.
L’exemple suivant apparaˆıt naturellement dans l’e´tude des A∞-cate´gories (5.1.1).
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Exemple 2.5.0.1 Soit A et B deux ensembles conside´re´s comme des cate´gories discre`tes. Nous
notons C(A,B) la cate´gorie des foncteurs
B
op × A → VectK.
Posons
C = C(A,A), C′ = C(A,B) et C′′ = C(B,B).
Les produits tensoriels au-dessus de A et de B de´finissent les structures de cate´gories mono¨ıdales
(tresse´es) sur C et C′′ et les actions de C et C′′ sur C′. La cate´gorie C ⊗ C′′ est la cate´gorie









C(A,A)× C(B,B)→ C(A× B,A× B)
envoie (L,M) sur le foncteur
(A,B,A′, B′) 7→ L(A,A′)⊗K M(B,B
′).
2.5.1 De´finitions des bipolydules
Soit A et A′′ deux A∞-alge`bres de C et C
′′.
De´finition 2.5.1.1 Un An-An′ -bimodule sur A et A
′′ est un objet de GrC′ muni d’une famille de
morphismes gradue´s dans GrC′
mi,j : A
⊗i ⊗M ⊗ A′′⊗j →M, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n′,
de degre´ 1−i−j, telles qu’une e´quation (∗′′r,t) de la meˆme forme que l’e´quation (∗r+1+t), r+1+t ≥ 1,
de la de´finition 1.2.1.1 est ve´rifie´e pour tous 0 ≤ r ≤ n et 0 ≤ t ≤ n′. Si M et M ′ sont deux An-
An′ -bimodule sur A et A
′′, un morphisme
f :M →M ′
est une famille de morphismes gradue´s dans GrC′
fi,j : A
⊗i ⊗M ⊗A′′⊗j →M ′, 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ n′,
de degre´ −i− j, ve´rifiant les e´galite´s (∗∗′′)r,t, 0 ≤ r ≤ n et 0 ≤ t ≤ n′, des morphismes
A⊗r ⊗M ⊗A′′⊙t →M ′, 0 ≤ r ≤ n, 0 ≤ t ≤ n′,∑
(−1)α(−i−j)mα,β(1⊗α ⊗ fk,l ⊗ 1⊗β) =∑
(−1)j+i(|m•|)f•,•(1⊗i ⊗m• ⊗ 1⊗j)
ou` |m•| est le degre´ de m• ; il faut interpre´ter convenablement les m• par des mA• , m
A′′
• ou m•,•
selon leur place. La composition g ◦ f de deux morphismes f et g est de´finie par la suite
(g ◦ f)n =
∑
(−1)α(−i−j)gi,j(1
⊗α ⊗ fk,l ⊗ 1
⊗β), n ≥ 1.
92 Chapitre 2 : The´orie de l’homotopie des polydules
De´finition 2.5.1.2 Un A-A′′-bipolydule dans C′ (appele´ commune´ment A∞-bimodule sur A et A
′′
dans la litte´rature) est un objet de GrC′ muni d’une famille de morphismes gradue´s dans GrC′
mi,j : A
⊗i ⊗M ⊗ A′′⊗j →M, i, j ≥ 0,
de degre´ 1 − i − j, telles que l’e´quation (∗′′n,n′), n, n
′ ≥ 0 est ve´rifie´e. Si M et M ′ sont deux
A-A′′-polydules, un morphisme
f :M →M ′
est une famille de morphismes gradue´s dans GrC′ tels que l’e´galite´ (∗∗′′)n,n′ , n + 1 + n′ ≥ 1, est
ve´rifie´e. La composition g◦f de deux A∞-morphismes f et g est de´finie par les meˆmes formules que
dans le cas des morphismes de An-An′-bimodules sur A et A
′′. Nous obtenons ainsi une cate´gorie
Nod∞(A,A
′′). La lettre N de Nod∞ remplace la lettre M dans Mod∞ et se rapporte au N dans
“A∞-bimodules Non (ne´cessairement) unitaires”.
Nous supposons de´sormais que A et A′′ sont augmente´es.
De´finition 2.5.1.3 Un A-A′′-bipolydule est strictement unitaire si pour tous i, j ≥ 0, on a
mi,j(1
⊗α ⊗ η ⊗ 1⊗β) = 0, α 6= i, (i, j) /∈ {(0, 1), (1, 0)}
et
m1,0 ◦ (η ⊗ 1) = m0,1 ◦ (1⊗ η) = 1.
Nous notons Mod∞(A,A
′′) la cate´gorie des A-A′′-bipolydules strictement unitaires. Elle est iso-
morphe a` la cate´gorie des A-A′′-bipolydules, ou` A et A′′ sont les re´ductions de A et A′′.
Construction bar
Nous de´finissons des bijections
Hom((SA)⊗i ⊗ SM ⊗ (SA′′)⊗j , SM)
∼
−→ Hom(A⊗i ⊗M ⊗A′′⊗j ,M),
mi,j 7→ bi,j
Hom((SA)⊗i ⊗ SM ⊗ (SA′′)⊗j , SM)
∼
−→ Hom(A⊗i ⊗M ⊗A′′⊗j ,M),
fi,j 7→ Fi,j
par les relations
ω ◦ bi,j = −mi,j ◦ ω
⊗i+1+j et ω ◦ Fi,j = (−1)
|Fi,j|fi,j ◦ ω
⊗i+1+j .
Ces bijections de´finissent le foncteur construction bar, pleinement fide`le,
B : Mod∞(A,A
′′) −→ Comc(B+A,B+A′′),
ou` Comc(B+A,B+A′′) est la cate´gorie des objets de GrC′ munis de structures de B+A-B+A′′-
bicomodule co-unitaire diffe´rentiel gradue´ cocomplet. Son image est forme´e des objets qui sont
presque colibres.
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2.5.2 Cate´gorie de´rive´e des A∞-bimodules
Soit A et A′′ deux A∞-alge`bres augmente´es dans C et C
′′. Dans cette section, nous de´finissons
la cate´gorie de´rive´e des A-A′′-bipolydules strictement unitaires, puis nous en donnons plusieurs
descriptions.
Structure de cate´gorie de mode`les sur Comc(B+A,B+A′′)
Notons (B+A)op la coge`bre oppose´e de B+A de´finie a` l’aide du tressage de C. L’objet (B+A)op⊗
B+A′′ de C⊗ C′′ est une coge`bre diffe´rentielle gradue´e cocomple`te. Notons qu’elle n’est pas coten-
sorielle en ge´ne´ral. La cate´gorie Comc((B+A)op ⊗ B+A′′) est munie de sa structure canonique de
cate´gorie de mode`les (2.2.2.4). La cate´gorie Comc(B+A,B+A′′) devient une cate´gorie de mode`les
graˆce a` l’isomorphisme de cate´gories
Comc(B+A,B+A′′)→ Comc((B+A)op ⊗B+A′′).
Nous allons maintenant montrer que les objets fibrants de Comc(B+A,B+A′′) sont exactement les
facteurs directs d’objets presque colibres.
Une cochaˆıne tordante acyclique
Notons (UA)op l’alge`bre oppose´e de UA de´finie a` l’aide du tressage de C. L’objet (UA)op⊗UA′′
de C ⊗ C′′ est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e. Munissons la cate´gorie Mod((UA)op ⊗ UA′′) de
la structure de cate´gorie de mode`les du the´ore`me 2.2.2.1. Soit Mod(UA,UA′′) la cate´gorie des
bimodules diffe´rentiels gradue´s unitaires. La cate´gorie Mod(UA,UA′′) devient une cate´gorie de
mode`les graˆce a` l’isomorphisme de cate´gories
Mod(UA,UA′′)→ Mod((UA)op ⊗ UA′′).
Nous allons construire une cochaˆıne tordante admissible acyclique
τ : (B+A)op ⊗B+A′′ → (UA)op ⊗ UA′′.









est une e´quivalence de Quillen .
La cochaˆıne tordante universelle (2.2.1.5)
τB+A : B
+A→ Ω+B+A = UA
induit une cochaˆıne tordante
τ ′B+A : (B
+A)op → (UA)op.
Nous ve´rifions que
τ = τB+A ⊗ η ◦ η + η ◦ η ⊗ τB+A′′ : (B
+A)op ⊗B+A′′ → (UA)op ⊗ UA′′,
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ou` les symboles η de´signent les (co)unite´s de B+A, B+A′′, UA et UA′′, est une cochaˆıne tordante














est quasi-isomorphe a` eC ⊗ eC′′ = eC⊗C′′ . La cochaˆıne tordante τ est donc acyclique.




Comme dans le cas des polydules sur une A∞-alge`bre augmente´e (voir 2.4.1.4), nous montrons
graˆce a` la the´orie de l’obstruction (B.3) que la cate´gorie des A-A′′-bipolydules est munie d’une
structure de “cate´gorie de mode`les sans limites” : les e´quivalences faibles, les cofibrations et les
fibrations sont de´finies de la meˆme manie`re que dans le cas des A-polydules (2.4.1.4). Par le meˆme
raisonnement que celui de la preuve de la proposition 2.4.1.3, nous montrons que les objets fibrants






est un foncteur pleinement fide`le. La cloˆture par re´tracts de son image est la sous-cate´gorie des
objets fibrants et cofibrants. La proposition A.13 et la compatibilite´ de la construction bar a`
l’homotopie et aux e´quivalences faibles montre que la de´finition suivante a un sens.
De´finition 2.5.2.1 La cate´gorie H∞(A,A′′) est la cate´gorie Mod∞(A,A′′)/∼, ou` ∼ est la rela-
tion d’homotopie. La cate´gorie de´rive´e D∞(A,A′′) est la localisation par rapport aux A∞-quasi-
isomorphismes de la cate´gorie Mod∞(A,A
′′).




Nous avons un foncteur pleinement fide`le
I : Mod(UA,UA′′)→ Modstrict∞ (A,A
′′), M → S−1M,
ou` Modstrict∞ (A,A
′′) est la cate´gorie des A-A′′-polydules strictement unitaires dont les morphismes




⊗i ⊗M ⊗ A′′⊗j →M, i, j ≥ 0,
sont nuls si les deux entiers i et j sont diffe´rents de 0. Rappelons que le foncteur analogue dans le
cas des polydules est un isomorphisme (2.3.4.4).






induit une e´quivalence D(UA,UA′′)→ D∞(A,A
′′).
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ou` R et B induisent des e´quivalences dans les cate´gories de´rive´es. Cela montre que le foncteur
induit par J est pleinement fide`le. Montrons qu’il est essentiellement surjectif. Soit M un A-A′′-
bipolydule. Le morphisme d’adjonction









est une e´quivalence faible. Le bicomodule RLBM est la construction bar du A-A′′-polydule









Nous avons alors un A∞-quasi-isomorphisme de A-A
′′-bipolydules
M →M ′
et, comme M ′ est dans l’image de J , nous avons le re´sultat. 
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Chapitre 3
Unite´s a` homotopie pre`s et unite´s
strictes
Introduction
Les A∞-espaces de [Sta63a] sont munis d’unite´s strictes. Dans le cadre alge´brique, la notion corres-
pondante a e´te´ de´finie en (2.3.2.1). Lorsque A est une A∞-alge`bre strictement unitaire, certaines
proprie´te´s des alge`bres associatives unitaires pourront eˆtre ge´ne´ralise´e a` A. Par exemple, nous
montrerons l’analogue de l’isomorphisme
M ⊗B B →M,
lorsque B est une alge`bre associative unitaire et M un B-module unitaire (voir la ge´ne´ralisation
en 4.1.1.6 dans le chapitre 4). Cependant, les A∞-alge`bres (en fait A∞-cate´gories) apparaissant
en ge´ome´trie [Fuk93] ne sont pas strictement unitaires mais homologiquement unitaires, i. e. H∗A
munie de la multiplication induite par m2 est une alge`bre gradue´e unitaire. Le but de ce chapitre
est de montrer que d’un point de vue homotopique, il n’y a pas de diffe´rence entre les unite´s
strictes et les unite´s homologiques. Plus pre´cise´ment, nous montrerons que la sous-cate´gorie des
A∞-alge`bres homologiquement unitaires dont les morphismes sont les A∞-morphismes homologi-
quement unitaires et la sous-cate´gorie des A∞-alge`bres strictement unitaires dont les morphismes
sont les A∞-morphismes strictement unitaires deviennent e´quivalentes apre`s passage a` l’homotopie
(3.2.4.4).
Plan du chapitre
Ce chapitre est divise´ en trois sections. Dans la section 3.1, nous de´finissons les unite´s homologiques
relatives aux A∞-structures. Dans la section 3.2, nous montrons le re´sultat e´nonce´ ci-dessus. Dans
la section 3.3, nous comparons les diffe´rents types de compatibilite´s aux unite´s des (bi)polydules.
3.1 De´finitions
Soit C une cate´gorie de base telle que dans le chapitre 1. Soit A une A∞-alge`bre sur C et soit
µ : H∗A⊗H∗A→ H∗A
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le morphisme induit par m2.
De´finition 3.1.0.1 Un morphisme ηA : e→ A dans GrC est une unite´ homologique si m1 ◦ η = 0
et s’il induit une unite´ pour l’alge`bre gradue´e associative (H∗A, µ). Si A est munie d’une unite´
homologique, nous dirons qu’elle est homologiquement unitaire. Si A et A′ sont deux A∞-alge`bres
homologiquement unitaires, un A∞-morphisme f : A → A′ est homologiquement unitaire si f1




Remarque 3.1.0.2 L’unite´ e→ A d’une A∞-alge`bre strictement unitaire (2.3.2.1) est clairement
une unite´ homologique. Un morphisme strictement unitaire d’A∞-alge`bre strictement unitaire est
homologiquement unitaire.
On trouve dans les travaux de K. Fukaya [FOOO01] et V. Lyubashenko [Lyu02] d’autres
rele`vements de la notion d’unitarite´. Une A∞-alge`bre munie d’une “unite´ homotopique” (de´finie
dans [FOOO01] a` l’aide d’homotopies supe´rieures, voir aussi [Fuk01b]) donne une “A∞-alge`bre
unitale” au sens de [Lyu02]. Le rele`vement de la notion d’unitarite´ de V. Lyubashenko [Lyu02]
se spe´cialise a` notre notion d’unitarite´ homologique si on travaille sur un corps (V. Lyubashenko
travaille sur un anneau commutatif quelconque). Remarquons que l’unitarite´ homologique n’est
pas du type “a` homotopie pre`s” : elle n’est pas de´finie a` l’aide d’homotopies supe´rieures ve´rifiant
des conditions de cohe´rence. Elle est cependant une notion valide puisque (comme nous le verrons
dans ce chapitre) la localisation de la cate´gorie des A∞-alge`bres homologiquement unitaires par
rapport aux A∞-quasi-isomorphismes est e´quivalente a` la localisation de la cate´gorie des alge`bres
unitaires par rapport aux quasi-isomorphismes.
De´finition 3.1.0.3 Si f et f ′ sont deux morphismes homotopiquement unitaires A → A′, une
homotopie h entre f et f ′ est strictement unitaire si
hi(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗l) = 0, i ≥ 1 et j + 1 + l = i.
Remarque 3.1.0.4 Si A est une A∞-alge`bre homologiquement unitaire et H
∗A est un mode`le
minimal pour A (1.4.1.4), l’unite´ homologique ηA induit une unite´ homologique ηH
∗A : e → H∗A








Soit f : A → A′ un morphisme homologiquement unitaire et H∗A et H∗A′ des mode`les mini-
maux de A et A′. Nous rappelons (1.4.1.4) qu’il existe des A∞-quasi-isomorphismes
i : H∗A→ A et i′ : H∗A′ → A′.
Par le point b du corollaire 1.3.1.3, il existe un inverse a` homotopie pre`s p′ de i′. Le morphisme
g = p′ ◦ f1 ◦ i ve´rifie en outre g1ηH∗A = ηH∗A′ .
3.2 A∞-alge`bres homologiquement unitaires
Cette section est divise´e en quatre sous-sections.
Dans la sous-section 3.2.1, nous donnons deux de´monstrations du fait que toute A∞-alge`bre mi-
nimale homologiquement unitaire est isomorphe a` une A∞-alge`bre strictement unitaire. La premie`re
de ces de´monstrations est inspire´e de la the´orie des de´formations des alge`bres gradue´es et n’est
valable qu’en caracte´ristique nulle. La seconde est base´e sur la the´orie de l’obstruction des A∞-
alge`bres minimales (voir l’appendice B.4).
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Dans les sous-sections 3.2.2 et 3.2.3, nous de´montrons, a` l’aide de la the´orie de l’obstruction,
qu’on peut rendre strictement unitaire tout A∞-morphisme homologiquement unitaire entre A∞-
alge`bres strictement unitaires et toute homotopie entre A∞-morphismes.
Dans la sous-section 3.2.4, nous montrons que toute A∞-alge`bre strictement unitaire A admet
un mode`le minimal strictement unitaire A′ et des A∞-quasi-isomorphismes strictement unitaires
A′ → A et A→ A′.
Nous de´duirons de ce re´sultat et des sous-sections pre´ce´dentes le re´sultat principal de ce chapitre





des A∞-alge`bres homologiquement unitaires dont les morphismes






A∞-alge`bres strictement unitaires dont les morphismes sont les A∞-morphismes strictement uni-
taires deviennent e´quivalentes apre`s passage a` l’homotopie.
3.2.1 Strictification unitaire des A∞-alge`bres
The´ore`me 3.2.1.1 (A. Lazarev [Laz02], P. Seidel [Sei]) Toute A∞-alge`bre minimale homo-
logiquement unitaire est isomorphe a` une A∞-alge`bre minimale strictement unitaire.
Le the´ore`me a e´te´ de´montre´ de fac¸on inde´pendante par P. Seidel [Sei], qui utilise la meˆme me´thode
que nous, ainsi que par A. Lazarev [Laz02]. Notre premie`re de´monstration utilisera les de´formations
et n’est valable qu’en caracte´ristique ze´ro. Elle nous donne l’existence de l’A∞-alge`bre minimale
strictement unitaire. La seconde de´monstration est base´e sur les lemmes d’obstruction de l’appen-
dice B.4. Elle pre´cise les choix possibles de l’A∞-alge`bre minimale strictement unitaire.
Les deux de´monstrations sont lie´es : pour un m2 donne´, le complexe de Hochschild C
∗(A,A)
(voir l’appendice B.4) controˆle l’obstruction a` la construction par re´currence des mi, i ≥ 3, d’une
structure d’A∞-alge`bre minimale sur A et il est aussi l’alge`bre de Lie diffe´rentielle gradue´e qui
de´crit le proble`me des de´formations de l’alge`bre (A,m2). Nous renvoyons aux articles [SS85] et
[KS00] concernant ce point.
Corollaire 3.2.1.2 Toute A∞-alge`bre homologiquement unitaire est homotopiquement e´quivalente
a` une A∞-alge`bre strictement unitaire.
De´monstration : Soit A une A∞-alge`bre homologiquement unitaire et soit A
′ un mode`le mi-
nimal de A. Nous savons que A et A′ sont homotopiquement e´quivalents. Le re´sultat se de´duit
alors du the´ore`me 3.2.1.1 applique´ a` A′. 
Remarque 3.2.1.3 Nous montrerons a` la fin de ce chapitre (3.2.4.1) que toute A∞-alge`bre stric-
tement unitaire A admet un mode`le minimal strictement unitaire A′ tel que l’A∞-quasi-morphisme
A′ → A
est strictement unitaire.
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Premie`re de´monstration du the´ore`me 3.2.1.1 :
Rappel sur les de´formations
Supposons que la caracte´ristique de K est nulle. Soit (g, δ, [ , ]) une K-alge`bre de Lie diffe´rentielle
gradue´e nilpotente, i. e. il existe un entier N ≥ 1 tel que
adX1adX2 . . . adXN = 0, X1, . . . , XN ∈ g.




[X,X ] = 0.
Soit Γ le groupe nilpotent associe´ a` g0. Il agit sur g1 par transformations affines, c’est-a`-dire, par
l’exponentiation de l’action de son alge`bre de Lie
g.x = δ(g) + [g, x], g ∈ g0, x ∈ g1.
Cette action conserve MC(g) et on a l’ensemble
MC(g)/∼= MC(g)/Γ.
On rappelle [GM90] le re´sultat suivant.
The´ore`me 3.2.1.4 Si h est une alge`bre de Lie diffe´rentielle gradue´e nilpotente, une e´quivalence





Si g′ est une alge`bre de Lie pronilpotente (i. e. qui est la limite d’alge`bres nilpotentes gi, i ≥ 0) on
de´finit






Lien avec les A∞-alge`bres
Soit (A, µ) une K-alge`bre gradue´e associative unitaire. L’application
(D,D′) 7→ [D,D′] = D ◦D′ − (−1)pqD′ ◦D,
ou` D et D′ sont homoge`nes de degre´ p et q, munit le complexe (coder(BA)+, δ) d’une structure
d’alge`bre de Lie diffe´rentielle gradue´e. Notons LA cette alge`bre de Lie. Nous avons un isomorphisme
de complexes
LA→ SC(A,A),
ou` C(A,A) est le complexe de Hochschild (voir l’appendice B.4). Il envoie le crochet de Lie de LA
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ou` gn est l’alge`bre L




′−1A, n, n′ ≥ 1,
les alge`bres de Lie gn sont nilpotentes et L
≥3A est pronilpotente. Le sous-complexe re´duit SC(A,A)
est une sous-alge`bre de Lie de LA pour le crochet de Gerstenhaber. Nous la notons LA. Rappelons
que l’inclusion LA →֒ LA est une e´quivalence d’homotopie (voir [CE99, Chap. IX]). Par le the´ore`me








A = LA ∩ L≥3A. Un e´le´ment b′ ∈ L≥3A est dans MC(L≥3A) si et seulement si b = b′ + b2
(ou` b2 correspond a` m2 = µ) est une diffe´rentielle de (BA)
+. En d’autres termes, nous avons une
bijection entre MC(L≥3A) et l’ensemble des structures d’A∞-alge`bre minimale sur A dont la multi-
plicationm2 vaut µ. Sous cette bijection, les classes d’e´quivalence de MC(L
≥3A) correspondent aux
classes d’isomorphie de structures A∞ minimales tel que m2 vaut µ. Remarquons qu’un e´le´ment
b′′ ∈ MC(L≥3A) appartient a` la sous-alge`bre L
≥3
A si et seulement si l’A∞-structure correspondant
a` b′′ est strictement unitaire sur A. Nous de´duisons alors de la bijection Θ que toute A∞-structure
(dont lem2 vaut µ) homologiquement unitaire sur A est isomorphe a` une A∞-structure strictement
unitaire.
Deuxie`me de´monstration du the´ore`me 3.2.1.1 :
La caracte´ristique de K est quelconque.
Lemme 3.2.1.5 Soit A une A∞-alge`bre minimale. Soit n un entier ≥ 2 et
fn : A
⊗n → A
un morphisme gradue´ de degre´ 1 − n. Il existe une A∞-alge`bre minimale A′, A∞-isomorphe a` A,
dont l’objet gradue´ sous-jacent est A et dont les multiplications m′i, i ≥ 2, sont telles que
m′i = mi si i ≤ n et m
′
n+1 = mn+1 + δHoch(fn).
De´monstration : Soit le morphisme de coge`bres gradue´es
F : BA→ BA
de´termine´ par la suite
(1SA, 0, . . . , 0, Fn, 0 . . .),
ou` Fn est donne´ par la bijection Fn ↔ fn de la section 1.2.2. Le morphisme F est un isomorphisme.
Posons
b′ = F ◦ bA ◦ F−1.
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C’est une diffe´rentielle sur T cSA. La coge`bre (T cSA, b′) est donc la construction bar d’une A∞-
alge`breA′, A∞-isomorphe a` A, dont l’objet gradue´ sous-jacent est A. Il reste a` ve´rifier les conditions
sur les multiplications. La matrice du morphisme de coge`bres gradue´es









est triangulaire supe´rieure et sa diagonale est forme´e d’identite´s. La matrice de F−1 est donc de





est l’identite´. Il en est donc de meˆme pour son inverse. La matrice de la diffe´rentielle bA est















Nous de´duisons le re´sultat des e´galite´s




De´montrons maintenant le the´ore`me 3.2.1.1. Nous raisonnons par re´currence sur n. Soit n ≥ 2.
Supposons que A est une A∞-alge`bre telle que, pour tout 3 ≤ i ≤ n, on a
mi(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗k) = 0, j + k = n.
Ceci est e´quivalent a` demander que les mi, 3 ≤ i ≤ n, soient des e´le´ments du sous-complexe de
Hochschild re´duit C(A,A) (voir B.4). Montrons que nous pouvons construire une A∞-alge`bre A
′,
A∞-isomorphe a` A, dont l’objet gradue´ sous-jacent est A et dont les multiplications m
′
i, 3 ≤ i ≤
n + 1, sont des e´le´ments de C(A,A). Par hypothe`se sur les mi, 3 ≤ i ≤ n, le cycle de Hochschild
r(m3, · · · ,mn−1) du lemme B.4.1 appartient a` C(A,A). Comme A est une A∞-alge`bre, nous savons
par le lemme B.4.1 que
δHoch(mn+1) + r(m3, · · · ,mn) = 0
et que l’e´le´ment r(m3, · · · ,mn) est un cycle de Hochschild. Ainsi, l’e´le´ment
(mn+1, sr(m3, · · · ,mn))
du coˆne C sur l’inclusion C(A,A) →֒ C(A,A) est un cycle. Comme C est acyclique, cet e´le´ment
est le bord d’un e´le´ment (fn, sm
′
n+1). En d’autres termes, il existe des e´le´ments
m′n+1 ∈ HomGrC(A





n+1 = mn et δHoch(m
′
n+1) + r(m3, · · · ,mn) = 0.
Par le lemme pre´ce´dent applique´ a` l’A∞-alge`bre A et au morphisme −fn, il existe une A∞-alge`bre
A′, A∞-isomorphe a` A, telle que nous avons, pour tout 3 ≤ i ≤ n+ 1,
m′i(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗k) = 0, j + k = n.

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3.2.2 Strictification unitaire des A∞-morphismes
The´ore`me 3.2.2.1 Un morphisme d’A∞-alge`bres minimales strictement unitaires qui est homo-
logiquement unitaire est homotope a` un morphisme strictement unitaire.
Lemme 3.2.2.2 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres minimales et f : A→ A′ un A∞-morphisme. Soit
n un entier ≥ 2 et
hn : A
⊗n → A
un morphisme gradue´ de degre´ −n. Il existe un A∞-morphisme f ′ : A→ A′ homotope a` f tel que
f ′i = fi si i ≤ n et f
′
n+1 = fn+1 − δHoch(hn).
De´monstration : Nous allons construire un morphisme f ′ tel que la suite
(0, . . . , 0, hn, 0, . . .)
de´finisse une homotopie h entre f et f ′. Nous construisons les f ′i par re´currence sur i. Soit i ≥ 1.
Supposons qu’il existe un Ai-morphisme f
′ : A→ A′ tel que h de´finit une homotopie entre f et f ′
en tant que Ai-morphisme. Posons
f ′i+1 = fi+1 −
∑
(−1)smr+1+t(fi1 ⊗ . . .⊗ fir ⊗ hk ⊗ f
′
j1




⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l),
ou` s est le signe apparaissant dans 1.2.1.7. Par construction, la suite des





de´finit un Ai+1-morphisme homotope a` f . Le morphisme f
′ ainsi construit ve´rifie clairement les
conditions souhaite´es sur les f ′i , 1 ≤ i ≤ n+ 1. 
De´monstration du the´ore`me 3.2.2.1 :
Soit A et A′ deux A∞-alge`bres minimales strictement unitaires et
f : A→ A′
un A∞-morphisme homologiquemement unitaire. Nous cherchons un morphisme f
′ homotope a` f
tel que les morphismes f ′i , i ≥ 1, ve´rifient
f ′i(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗l) = 0, i ≥ 2 et j + 1 + l = i.
Construisons les f ′i , 1 ≤ i ≤ n, par re´currence sur n. Soit n ≥ 1. Supposons qu’on a un morphisme
f , tel que les morphismes fi, 2 ≤ i ≤ n, ve´rifient la condition pre´cite´e. En utilisant les meˆmes
arguments que pour le the´ore`me 3.2.1.1 dans lesquels nous remplac¸ons le complexe C(A,A) par le
complexe C(A,A′) et le lemme d’obstruction B.4.1 par le lemme B.4.2, nous trouvons qu’il existe
deux e´le´ments
f ′n+1 ∈ HomGrC(A





n+1 = fn et δHoch(f
′
n+1) + r(f2, · · · , fn) = 0.
Par le lemme 3.2.2.2 applique´ a` f et hn, il existe un morphisme f
′ homotope a` f dont les morphismes
fi, 2 ≤ i ≤ n+ 1, ve´rifient les e´quations
fi(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗l) = 0, i ≥ 2 et j + 1 + l = i.

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3.2.3 Strictification unitaire des homotopies
The´ore`me 3.2.3.1 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres minimales strictement unitaires. Si f et g sont
deux A∞-morphismes strictement unitaires homotopes A→ A′ il existe une homotopie strictement
unitaire entre f et g.
Lemme 3.2.3.2 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres minimales. Soit f et g sont deux A∞-morphismes
homotopes A→ A′ et h une homotopie de f vers g. Soit n ≥ 2 et
ρn : A
⊗n → A′
un morphisme gradue´ de degre´ −n− 1. Il existe une homotopie h′ entre f et g telle que
h′i = hi si 1 ≤ i ≤ n et hn+1 = h
′
n+1 + δHoch(ρn).
De´monstration : Nous raisonnons comme dans le lemme 3.2.2.2. Posons F = Bf , G = Bg et
H = Bh : BA→ BA′ l’homotopie entre F et G. Soit R la (F ,G)-code´rivation de degre´ −2 qui est
donne´e (1.1.2.2) par la suite
(0, . . . , 0, sρnω
⊗n, 0, . . .).
Soit H ′ de´fini par l’e´galite´
H ′ = H − bA
′
R+RbA.
C’est une (F ,G)-code´rivation qui est clairement une homotopie entre F et G. Nous ve´rifions qu’elle
correspond a` une homotopie h′ entre f et g telle que




De´monstration du the´ore`me 3.2.3.1 :
Nous cherchons une homotopie h entre f et g telle que les morphismes hi, i ≥ 1, ve´rifient
hi(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗l) = 0, i ≥ 2 et j + 1 + l = i.
Construisons les hi, 1 ≤ i ≤ n, par re´currence sur n. Soit n ≥ 1. Supposons qu’on a un morphisme
h, tel que les morphismes hi, 2 ≤ i ≤ n, ve´rifient la condition pre´cite´e. En utilisant les meˆmes
arguments que pour le the´ore`me 3.2.1.1 dans lesquels nous remplac¸ons le complexe C(A,A) par le
complexe C(A,A′) (voir B.4) et le lemme d’obstruction B.4.1 par le lemme B.4.3, nous trouvons
qu’il existe deux e´le´ments
h′n+1 ∈ HomGrC(A
⊗n+1, A′) et ρn ∈ HomGrC(A
⊗n, A′)
tels que




n+1) + r(h2, · · · , hn) = 0.
Par le lemme 3.2.3.2, il existe une homotopie h′ entre f et g telle que nous avons les e´quations
h′i(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗l) = 0, i ≥ 2 et j + 1 + l = i.

Nous de´duisons des the´ore`mes 3.2.1.1, 3.2.2.1 et 3.2.3.1 le corollaire suivant :
3.2 : A∞-alge`bres homologiquement unitaires 105
Corollaire 3.2.3.3 Soit A et A′ des A∞-alge`bres minimales strictement unitaires et f : A → A′
une e´quivalence d’homotopie strictement unitaire. Il existe un inverse a` homotopie pre`s g de f qui
est strictement unitaire et des homotopies h et h′ strictement unitaires entre 1A′ et f ◦ g, et entre
1A et g ◦ f . 
3.2.4 Mode`le minimal d’une A∞-alge`bre strictement unitaire
Le corollaire (3.2.1.2) montre que toute A∞-alge`bre homologiquement unitaire A admet un
mode`le minimal strictement unitaire A′ tel que l’A∞-quasi-isomorphisme
f : A′ → A
ve´rifie f ◦ η = η. Le but de cette section est de montrer la proposition suivante :
Proposition 3.2.4.1 Toute A∞-alge`bre strictement unitaire A admet un mode`le minimal stricte-
ment unitaire A′ tel que l’A∞-quasi-isomorphisme
f : A′ → A
est strictement unitaire.
Notre de´monstration est base´e sur le lemme de perturbation (voir [HK91], [GS86], [GL89],
[GLS91], [Mer99] et [KS01]).
De´monstration : Posons V = H∗A. Soit i : (V, 0)→ (A,m1) un morphisme de complexes qui
induit l’identite´ en homologie et tel que i ◦ η = η. Soit p : A→ K le conoyau de i. Le complexe K
est contractile. La suite de complexes (i, p) est donc scindable. Choisissons une re´traction ρ et une
section σ telles que
ρ ◦ σ = 0 et i ◦ ρ+ σ ◦ p = 1A.
Soit h une homotopie contractante de K tel que h2 = 0. Soit A′ = V δ l’A∞-alge`bre (de complexe
sous-jacent V ) et f = f δ le morphisme d’A∞-alge`bres construits a` partir de ces donne´es dans
(1.4.2.1). Montrons que A′ est une A∞-alge`bre strictement unitaire et que l’A∞-morphisme f est
strictement unitaire. Nous utilisons les notations de la de´monstration de (1.4.2.1). Nous avons
clairement les e´galite´s
m′1 ◦ η = 0, m
′
2(η ⊗ 1) = m
′
2(1⊗ η) = 1 et f1 ◦ η = η.
Il reste a` montrer que la composition de fi, i ≥ 2, et m
′
i, i ≥ 3, par
ηα = (1
⊗α ⊗ η ⊗ 1⊗i−1−α), 0 ≤ α < i,
est nulle. Il suffit de montrer que les compositions
mi,T ◦ ηα et fi,T ◦ ηα, T ∈ T ,
sont nulles. Remarquons que ces compositions proviennent d’arbres T , colorie´s comme pour mi,T
(resp. fi,T ) sauf en une feuille qui est maintenant de couleur η. Comme A est strictement unitaire,
nous avons
mj ◦ ηβ = 0, j ≥ 3, 0 ≤ β < j.
Il suffit donc de ve´rifier la nullite´ des compositions provenant d’arbres colorie´s dont un sous-arbre
colorie´ est de la forme




















Dans les deux premiers cas, m′i,T ◦ ηα et fi,T ◦ ηα, s’annulent car H
2 = 0, dans les autres cas, car
i ◦H = 0. 
Remarque 3.2.4.2 Nous ve´rifions de la meˆme manie`re que le morphisme qδ et l’homotopie Hδ
de la remarque (1.4.2.4) sont aussi strictement unitaires. Le lemme de perturbation produit donc











) la cate´gorie des A∞-alge`bres strictement unitaires dont les
espaces de morphismes sont forme´s des morphismes homologiquement unitaires (resp. strictement
unitaires). Notons ∼u (resp. ∼u) la relation d’homotopie relativement aux homotopies au sens de
1.2.1.7 (resp. aux homotopies strictement unitaires).





















De´monstration : La remarque (3.2.4.2) montre qu’il suffit de montrer que J induit un iso-
morphisme dans les espaces de morphismes dont le but et la source sont des A∞-alge`bres mini-
males strictement unitaires. Nous strictifions les A∞-morphismes, puis les homotopies entre A∞-
morphismes strictement unitaires graˆce aux the´ore`mes (3.2.2.1) et (3.2.3.1). 





⊂ Alg∞ des A∞-alge`bres homologiquement uni-




deviennent e´quivalentes apre`s passage a` l’homotopie. 
(Co)fibrations triviales strictement unitaires
Nous finissons cette section par des re´sultats qui nous seront utiles dans la section (4.1.3).
Lemme 3.2.4.5 Soit A et A′ des A∞-alge`bres strictement unitaires.
a. Soit i : A → A′ une cofibration triviale strictement unitaire. Il existe un A∞-morphisme
p : A′ → A strictement unitaire tel que p ◦ i = 1A.
b. Soit q : A′ → A une fibration triviale strictement unitaire. Il existe un A∞-morphisme
j : A→ A′ strictement unitaire tel que q ◦ j = 1A.
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De´monstration : Les arguments de la de´monstration des deux points e´tant duaux nous ne
prouvons que le point a. Supposons donne´ un A∞-morphisme strictement unitaire p
′ tel que la com-
position α = p′ ◦ i est un automorphisme de A. Comme α est la compose´e d’A∞-morphismes stric-
tement unitaires, il est strictement unitaire. Le lemme (3.2.4.6) ci-dessous montre l’A∞-morphisme
α−1 est aussi strictement unitaire. Posons p = α−1 ◦ p′ et nous avons le re´sultat car p ◦ i = 1A.
Nous devons donc trouver un A∞-morphisme p
′ strictement unitaire tel que p′ ◦ i est un auto-
morphisme de A.
Premier cas : l’unite´ η est un bord de A′.
Dans cette situation, l’unite´ est nulle dans la cohomologie. Il en re´sulte que A et A′ sont faiblement
e´quivalentes a` 0. De´finissons p′1 comme un scindage de i1. Il ve´rifie l’e´galite´ p
′
1 ◦ η = η. Les
morphismes p′i, i ≥ 2, sont de´finis par re´currence sur i. Soit h une homotopie contractante de A.
Posons
p′i = −h ◦ r(p
′
1, . . . , p
′
i−1), i ≥ 2,
ou` r(p′1, . . . , p
′
i−1) est le cycle du lemme (B.1.5). Nous ve´rifions (par re´currence) que r(p
′




1⊗α ⊗ η ⊗ 1⊗β , α+ 1 + β = i+ 1,
est nul. Les morphismes p′i, i ≥ 1, ainsi construits de´finissent bien un A∞-morphisme graˆce au
lemme (B.1.5). Il est strictement unitaire et, comme nous avons l’e´galite´
(p′ ◦ i)1 = p
′
1 ◦ i1 = 1
p′ ◦ i est un automorphisme de A.
Deuxie`me cas : l’unite´ η n’est pas un bord de A′.
Comme i est une cofibration triviale, l’axiome (CM4) de la cate´gorie Alg∞ (voir 1.3.3.1) nous
donne un A∞-morphisme q : A
′ → A tel que q ◦ i = 1A. L’A∞-morphisme q est clairement
homologiquement unitaire qui ve´rifie l’e´galite´ q1◦η = η. Comme A et A′ sont strictement unitaires,
il existe (3.2.4.3) un A∞-morphisme strictement unitaire q
′ : A′ → A homotope a` q. Comme l’unite´
η n’est pas un bord de A′, il existe une re´traction de complexes de de η : e → A′. Il induit un
scindage A′ = e⊕A
′
. Nous savons que le morphisme q1 − q′1 est homotope a` ze´ro et qu’il s’annule
sur e. Il se factorise en z ◦ t, ou` t est la projection A′ → A
′
. Comme cette projection est scinde´e
dans la cate´gorie des complexes, z est homotope a` ze´ro. Il existe donc une homotopie h1 entre q1
et q′1 telle que h1 ◦ η = 0 et nous avons l’e´galite´ q
′
1 ◦ i1 = 1A + δ(h1) ◦ i1.
Construisons les morphismes p′i, i ≥ 1, a` partir des morphismes q
′












i1 ⊗ . . .⊗ p
′
ir ⊗ h1 ⊗ q
′





ou` s est de´fini en (1.2.1.7). Les morphismes p′i , i ≥ 1, de´finissent ainsi un A∞-morphisme stricte-
ment unitaire A′ → A tel que la suite
(h1, 0, . . .)
est une homotopie entre q′ et p′. La composition p′ ◦ i est un automorphisme car
(p′ ◦ i)1 = (q
′
1 − δ(h1)) ◦ i1 = q
′
1 ◦ i1 − δ(h1) ◦ i1 = 1A + δ(h1) ◦ i1 − δ(h1) ◦ i1 = 1A.

108 Chapitre 3 : Unite´s a` homotopie pre`s et unite´s strictes
Lemme 3.2.4.6 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres strictement unitaires. Soit α : A → A′ un A∞-
isomorphisme strictement unitaire. L’A∞-morphisme β = α
−1 est strictement unitaire.
De´monstration : On note η l’unite´ des A∞-alge`bres. Comme α1 ◦ η = η, nous avons l’e´galite´
β1 ◦ η = η. Nous savons que le morphisme
α2 ◦ (β1 ⊗ β1) + α1 ◦ β2 : A
′⊗2 → A
est nul. Si nous le composons avec η ⊗ 1 (resp. 1⊗ η), nous trouvons que
α1 ◦ β2(η ⊗ 1), (resp. α1 ◦ β2(1⊗ η))
est nul. Comme α1 est un isomorphisme, ceci implique que
β2(η ⊗ 1) = 0 et β2(1⊗ η) = 0.
Nous continuons par re´currence sur n. Supposons que β1η = η et
βi(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗k) = 0, j + 1 + k = i, 2 ≤ i ≤ n.
Nous en de´duisons l’e´galite´
(α ◦ β)n+1(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗k) = α1 ◦ βn+1(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗k), j + 1 + k = n+ 1.
Comme le terme de´finissant (α ◦ β)n+1 est nul, nous en de´duisons que
βn+1(1
⊗j ⊗ η ⊗ 1⊗k) = 0, j + 1 + k = n+ 1.

3.3 Strictification unitaire des polydules
Cette section traite des diffe´rents types de compatibilite´ aux unite´s des A∞-(bi)polydules. Les
de´monstrations sont omises car elles sont similaires a` celles de la section 3.2.
3.3.1 Polydules homologiquement unitaires
De´finition 3.3.1.1 Soit A une A∞-alge`bre homologiquement unitaire. Un A-polydule M est ho-
mologiquement unitaire si H∗M est un H∗A-module unitaire. Si M et M ′ sont deux A-polydules
homologiquement unitaires, un A∞-morphisme f : M → M ′ est toujours homologiquement uni-
taire, i. e. f1 induit un morphisme de H
∗A-modules unitaires
H∗M → H∗M ′.
Soit A une A∞-alge`bre strictement unitaire. Un A-polydule strictement unitaire (2.3.2.3) est
clairement homologiquement unitaire.
Les re´sultats
Soit A une A∞-alge`bre minimale et strictement unitaire.
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The´ore`me 3.3.1.2 Tout A-polydule minimal homologiquement unitaire est isomorphe a` un A-
polydule strictement unitaire. 
Corollaire 3.3.1.3 Tout A-polydule homologiquement unitaire est homotopiquement e´quivalent a`
un A-polydule strictement unitaire. 
The´ore`me 3.3.1.4 Soit M et M ′ deux A-polydules minimaux strictement unitaires. Tout A∞-
morphisme f :M →M ′ est homotope a` un A∞-morphisme strictement unitaire. 
The´ore`me 3.3.1.5 Soit M et M ′ deux A-polydules minimaux strictement unitaires. Si f et g
sont deux A∞-morphismes strictement unitaires homotopes M → M ′ il existe une homotopie
strictement unitaire entre f et g. 
Corollaire 3.3.1.6 Soit M et M ′ des A-polydules strictement unitaires et f : M → M ′ une
e´quivalence d’homotopie strictement unitaire. Il existe un inverse a` homotopie pre`s g de f qui est
strictement unitaire et des homotopies h et h′ strictement unitaires entre 1M ′ et f ◦g, et entre 1M
et g ◦ f . 
Soit A une A∞-alge`bre strictement unitaire.
Proposition 3.3.1.7 Tout A-polydule strictement unitaire M admet un mode`le minimal stricte-
ment unitaire M ′ tel que l’A∞-quasi-isomorphisme
f :M ′ →M























ou` les symboles ∼ de´signent la relation d’homotopie (2.3.2.3) et (2.3.1.10). 
3.3.2 Bipolydules homologiquement unitaires
Soit C et C′ deux coge`bres diffe´rentielles gradue´es et soit N et N ′ deux C-C′-bicomodules
diffe´rentiels gradue´s. Notons ∆R et ∆L la comultiplication a` droite et a` gauche de ces bicomodules.
De´finition 3.3.2.1 Une code´rivation de bicomodules est un morphisme
K : N → N ′
tel que
∆L ◦K = (1⊗K) ◦∆L et ∆R ◦K = (K ⊗ 1) ◦∆R.
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Soit A et A′ deux alge`bres gradue´es associatives unitaires et M un A-A′-bimodules gradue´s.
Conside´rons les comme des A∞-alge`bres et comme un A-A
′-bipolydule. L’espace de code´rivations
de B+A-B+A′-bicomodules
coder(BM,BM)
joue dans cette section le roˆle de l’espace
coder((BA)+, (BA)+)
de la section B.4.








′) forme´e des A-A′-bipolydules strictement unitaires. Nous montrons de la
























Soit A une A∞-alge`bre augmente´e. Dans le chapitre 2, nous avons montre´ que la cate´gorie de´rive´e
D∞A admet trois descriptions :(
Mod∞A
)





ou` ∼ est la relation d’homotopie. Dans ce chapitre, nous de´finissons la cate´gorie de´rive´eD∞A d’une
A∞-alge`bre A quelconque. Nous montrons que les trois descriptions ci-dessus restent valables si A
est strictement unitaire.
Plan du chapitre
Soit B, B′ deux K-alge`bres associatives et X un B-B′-bimodule. Les foncteurs standard associe´s
a` X sont les foncteurs adjoints
HomB′(X, ) et ?⊗B X.
Maintenant, soit A et A′ des A∞-alge`bres et X un A-A
′-bipolydule. Dans la section 4.1.1, nous
de´finissons les foncteurs standard
∞
HomA′(X, ) et ?
∞
⊗A X
et nous montrons qu’ils forment une paire de foncteurs adjoints.
Dans la section 4.1.2, nous de´finissons la cate´gorieD∞A d’une A∞-alge`bre quelconque et nous la
de´crivons dans le cas ou` A est H-unitaire (4.1.2.10). Dans la section 4.1.3, nous montrons (4.1.3.1)









En particulier, si A est une A∞-alge`bre augmente´e, les de´finitions de la cate´gorie de´rive´e du chapitre
2 et de celui-ci sont e´quivalentes. Dans la section 4.2, nous e´tudions la cate´gorie de´rive´e D∞(A,A′),
ou` A et A′ sont deux A∞-alge`bres.
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4.1 La cate´gorie de´rive´e des polydules
4.1.1 Les foncteurs standard
Notations




est une k-cate´gorie de Grothendieck semi-simple et que le foncteur de composition (associatif a` un
isomorphisme donne´ pre`s)
C(O′,O′′)× C(O,O′)→ C(O,O′′), (M,N) 7→M ◦N,
ou` O,O′,O′′ ∈ Obj C, est k-biline´aire dans les espaces de morphismes. Nous appelons produit
tensoriel au-dessus de O′ ce foncteur et notons
M ⊗O′ N =M ◦N.
Supposons en outre que, pour tout objet X de C(O′,O′′), le foncteur
?⊗O′ X : C(O,O
′)→ C(O,O′′)
admet un adjoint a` droite
HomO′′(X, ?) : C(O,O
′′)→ C(O,O′).
Remarquons que le produit tensoriel au-dessus de O
C(O,O)× C(O,O)→ C(O,O), (M,N) 7→M ⊗O N,
ou` O ∈ Obj C, munit la cate´gorie C(O,O) d’une structure de cate´gorie mono¨ıdale. Notons eO
l’e´le´ment neutre pour le produit tensoriel. Soit O′,O′′ des objets de C. La cate´gorie C(O,O) agit a`
droite sur la cate´gorie C(O′,O) et a` gauche sur la cate´gorie C(O,O′) par le produit tensoriel ⊗O.
L’exemple suivant apparaˆıt naturellement dans l’e´tude des A∞-cate´gories (5.1.1).
Exemple 4.1.1.1 La bicate´gorie C a pour objets les ensembles conside´re´s comme des cate´gories
discre`tes. Soit A et B deux ensembles. Nous de´finissons C(A,B) comme la cate´gorie des foncteurs
B
op × A → VectK.
La composition de C est donne´e par les produits tensoriels au-dessus des cate´gories. Le foncteur
adjoint au foncteur
A?B ⊗B (BXC) : C(A,B)→ C(A,C)
se re´crit plus naturellement
HomC(BXC, A?C) : C(A,C)→ C(A,B).
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Plan de la section
Soit P, O et O′ des objets de C. Soit A et A′ deux A∞-alge`bres dans C(O,O) et C(O
′,O′) et









ou` Nod∞A est la cate´gorie des A-polydules dans C(P,O) et Mod∞A




HomA′(X, ) : Nod∞A
′ → Nod∞A
Soit N ′ un A′-polydule. Remarquons que SX ⊗ T cSA′ est un objet de la cate´gorie C(O,O′) et





HomComcT cSA′(SX ⊗ T
cSA′, SN ′ ⊗ T cSA′),
ou` Hom de´signe le foncteur adjoint HomO′ . Sa diffe´rentielle est le morphisme
δ : F 7→ bBN
′
◦ F − (−1)|F |F ◦ bBXA′
ou` BXA′ = SX⊗T cSA′ est la construction bar de X en tant que A′+-polydule et ou` le morphisme
F est de degre´ |F |. C’est un module diffe´rentiel gradue´ sur l’alge`bre diffe´rentielle gradue´e
End(BXA′) =
(
HomGrT cSA′(SX ⊗ T
cSA′, SX ⊗ T cSA′), δ
)
.
La structure de A-polydule est donne´e par la restriction du End(BXA′)-module diffe´rentiel gradue´
∞
HomA′(X,N
′) le long de l’A∞-morphisme
A→ End(BXA′)







′), i ≥ 1,
est donne´ par la diffe´rentielle de l’espace si i = 1 et, sinon, par le morphisme
SHomComcT cSA′(SX ⊗ T cSA′, SN ′ ⊗ T cSA′)⊗ (SA)⊗i−1
bHi

SHomComcT cSA′(SX ⊗ T cSA′, SN ′ ⊗ T cSA′)
qui envoie un e´le´ment sΓ⊗ φ ∈ SHomComcT cSA′(SX ⊗ T cSA′, SN ′ ⊗ T cSA′)⊗ (SA)⊗i−1 sur
bComc2 (sΓ⊗ sΦ) ∈ SHomComcT cSA′(SX ⊗ T
cSA′, SN ′ ⊗ T cSA′),
ou` le morphisme bComc2 correspond a` la composition de la cate´gorie ComcT
cSA′ et Φ est de´fini
dans le lemme clef (5.3.0.1). Un morphisme f : N ′ → N ′′ dans Nod∞A′ induit un morphisme de
End(BXA′)-modules diffe´rentiels gradue´s
F∗ : Hom(SX ⊗ T
cSA′, SN ′ ⊗ T cSA′)→ Hom(SX ⊗ T cSA′, SN ′′ ⊗ T cSA′),
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ou` F∗ est induit par la construction bar F de f . Ainsi, le morphisme F∗ est strict en tant que
morphisme de A-polydules. Ceci nous fournit un foncteur
∞
HomA′(X, ) : Nod∞A
′ → Nodstrict∞ A →֒ Nod∞A.
Remarque 4.1.1.2 Si A sont strictement unitaire et si X est un A-A′-bipolydule strictement
unitaire pour A, i. e. si la composition
mi,j(1
⊙α ⊙ η ⊙ 1⊙β ⊗ 1M ⊗ 1
⊗j), i, j ≥ 0,
est nulle si (i, j) 6= (1, 0), e´gale a` 1 sinon, le A-polydule
∞
HomA′(X,N) est strictement unitaire.
Nous obtenons alors un foncteur
∞
HomA′(X, ) : Nod∞A











est la sous-cate´gorie pleine de Nod∞A forme´e des objets strictement unitaires.
Le foncteur ?
∞
⊗A X : Nod∞A→ Nod∞A′
Soit N un A-polydule. L’objet gradue´ de C(P,O′) sous-jacent a` N
∞
⊗A X est
N ⊗ T cSA⊗X.
La structure de A′-polydule sur N ⊗ T cSA ⊗ X est donne´e par une diffe´rentielle b sur S(N ⊗
T cSA⊗X)⊗T cSA′. La suspension de ce T cSA′-comodule diffe´rentiel gradue´ s’identifie au produit
cotensoriel
(SN ⊗ T cSA) T cSA(T






−→ BN ⊗ T cSA⊗BX
)
,
ou` BX = T cSA ⊗ SX ⊗ T cSA′ est la construction bar de X en tant que A+-A′+-bipolydule
strictement unitaire. Un morphisme de A-polydules f : N → N ′ induit un morphisme strict(
ω ◦ F ◦ s
)
⊗ 1X : N ⊗ T
cSA⊗X → N ′ ⊗ T cSA⊗X.
Nous obtenons ainsi un foncteur
?
∞





Remarque 4.1.1.3 Si A′ sont strictement unitaire et si X est un A-A′-bipolydule strictement
unitaire pour A′, i. e. si la composition
mi,j(1
⊗i ⊗ 1M ⊗ 1
⊙α ⊙ η ⊙ 1⊙β), i, j ≥ 0,
est nulle si (i, j) 6= (0, 1), e´gale a` 1 sinon, le A′-polydule N
∞
⊗A X est strictement unitaire. Nous
obtenons alors un foncteur
?
∞










4.1 : La cate´gorie de´rive´e des polydules 115
Lemme 4.1.1.4 Le foncteur ?
∞
⊗A X est adjoint a` gauche au foncteur
∞
HomA′(X, ?)
De´monstration : Soit L un objet de Nod∞A et R un objet de Nod∞A
′. Soit des morphismes
gradue´s dans C(O′,O′) de degre´ 2− i
fj : L⊗ T
cSA⊗X ⊗A′⊗j → R, j ≥ 0.
Soit Fj , j ≥ 0, les morphismes donne´s par les bijections Fj ↔ fj . Ils sont donne´s par des morphismes
de degre´ 0
Fi,j : SL⊗ (SA)
⊗i ⊗X ⊗ (SA′)⊗j → SR, i, j ≥ 0.
Soit i ≥ 0. Soit gi le morphisme gradue´ de C(P,O) de degre´ 1− i
gi : L⊗A
⊗i → HomT cSA′(SX ⊗ T
cSA′, SR⊗ T cSA′))
de´fini par l’e´quation
Gi(λ⊗ φ) = s(Γ) ∈ SHomT cSA′(SX ⊗ T
cSA′, SR⊗ T cSA′))
ou` λ⊗ φ est un e´le´ment de SL⊗ (SA)⊗i de degre´ r = |λ ⊗ φ|, ou` Gi est donne´ par les bijections
gi ↔ Gi et ou` le morphisme Γ est l’unique morphisme (voir 2.1.2.1) tel que la composition p1 ◦ Γ
a pour composantes les morphismes
SX ⊗ (SA′)⊗j
(−1)|r|λ⊗φ⊗1// SN ⊗ (SA)⊗i ⊗ SX ⊗ (SA′)⊗j
F ′i,j // SR;
ici le morphisme F ′i,j est le morphisme Fi,jω. Nous devons montrer l’e´quivalence entre les deux
points suivants.








⊗A X → R.
Supposons que l’e´nonce´ a est vrai : on a les e´galite´s∑
k+l+m=n
Gk+1+m(1





⊗m), n ≥ 1,
ou` les symboles bl doivent eˆtre interpre´te´s convenablement. Nous allons montrer que cela est








, n ≥ 0,∑
k+l+m=t
Fk+1+m(1





⊗m), t ≥ 1.
Soit λ⊗ φ ∈ SL⊗ (SA)⊗n−1 et κ⊗ φ′ ∈ SX ⊗ (SA′)⊗t−1. Calculons
Gk+1+m(1
⊗k ⊗ bl ⊗ 1
⊗m)(λ ⊗ φ)(κ⊗ φ′).
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⊗m)(λ ⊗ φ)(κ⊗ φ′)
= G1+m(b
R















⊗m ⊗ 1⊗ 1⊗t−1)(λ⊗ φ⊗ κ⊗ φ′),
ou` φ1 ⊗ φ2 = φ et dans le cas ou` k 6= 0, on a
Gk+1+m(1
⊗k ⊗ bAl ⊗ 1
⊗m)(λ ⊗ φ)(κ⊗ φ′)
= (−1)|λ|+|φk−1|Gk+1+m(λ ⊗ φk−1 ⊗ bAl (φl)⊗ φm)(κ⊗ φ
′))
= (−1)|λ|+|φk−1|sΓ(κ⊗ φ′)
= (−1)|λ|+|φk−1|+|λ⊗φ|+1F ′k+1+m,t−1(λ⊗ φk−1 ⊗ b
A
l (φl)⊗ φm ⊗ κ⊗ φ
′)
= (−1)|λ|+|φk−1|+|λ⊗φ|+1F ′k+1+m,t−1(1
⊗k ⊗ bAl ⊗ 1
⊗m ⊗ 1⊗ 1⊗t−1)
(λ⊗ φ⊗ κ⊗ φ′)
= (−1)|λ⊗φ|+1F ′k+1+m,t−1(1
⊗k ⊗ bAl ⊗ 1
⊗m ⊗ 1⊗ 1⊗t−1)(λ⊗ φ⊗ κ⊗ φ′),
ou` φ1 ⊗ φ2 ⊗ φ3 = φ. Le terme
bH1 (Gn)(λ⊗ φ)(κ⊗ φ
′)
vaut
bH1 (Gn(λ⊗ φ))(κ ⊗ φ
′)
= bH1 (sΓ)(κ⊗ φ
′)
= −smH1 (Γ)(κ⊗ φ
′)
= −s[b ◦ Γ− (−1)|λ+φ|+1Γ ◦ b](κ⊗ φ′)












(I⊗γ1 ⊗ bγ2 ⊗ 1










⊗β)(λ ⊗ φ⊗ κ⊗ φ′)∑
F ′n−1,γ1+γ3(λ⊗ φ⊗ 1











⊗n−1 ⊗ 1⊗γ1 ⊗ bγ2 ⊗ 1
⊗γ3)(λ ⊗ φ⊗ κ⊗ φ′),
ou` φ′α ⊗ φ
′
β = φ et les indices de la premie`re somme sont tels que α+ β = t− 1, ou` les indices de
la seconde somme sont tels que γ1 + γ2 + γ3 = t et les symboles bγ2 doivent eˆtre interpre´te´s selon
leur place par bX0,γ2−1 ou par b
A′
γ2 . Le terme
bH1+m(Gk ⊗ 1
⊗m)(λ ⊗ φ)(κ⊗ φ′)
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vaut
bH1+m(Gk(λ ⊗ φk−1)⊗ φm)(κ⊗ φ
′)
= bH1+m(sΓk−1 ⊗ φm)(κ⊗ φ
′)
= bComc2 (sΓk−1 ⊗ sΦm)(κ⊗ φ
′)
= (−1)|λ+φk−1|+1bComc2 (s⊗ s)(Γk−1 ⊗ Φl)(κ⊗ φ
′)
= (−1)|λ+φk−1|+1smComc2 (Γk−1 ⊗ Φl)(κ⊗ φ
′)
= (−1)|λ+φk−1|+1(sΓk−1 ◦ Φl)(κ⊗ φ′)
= (−1)|λ+φk−1|+1+|λ+φk−1|+|φm|
∑
F ′k,β(λ⊗ φk−1 ⊗ b
X







F ′k,β(λ ⊗ φk−1 ⊗ b
X









⊗m ⊗ 1⊗ 1⊗α)⊗ 1⊗β)
(λ⊗ φ⊗ κ⊗ φ′),
ou` les indices de la somme sont tels que α+β = t−1. L’e´galite´ F ′i,j = Fi,jω nous donne l’e´quivalence
entre les points a et b. 






HomA′(X, ?) : Nod∞A→ Nod∞A
′
ne se restreint pas aux sous-cate´gories Mod∞A et Mod∞A
′. Cependant, la proposition (3.3.1.8)
montre que les foncteurs restreints
?
∞
⊗A X : Mod∞A→ Mod∞A
′ et
∞
HomA′(X, ?) : Mod∞A
′ → Mod∞A
induisent des foncteurs adjoints dans les cate´gories de´rive´es D∞A et D∞A′ (de´finies en 4.1.3).
Soit A une A∞-alge`bre strictement unitaire. Conside´rons A comme un A-A-bipolydule stricte-











(voir la de´finition en 3.3.1.8).
Lemme 4.1.1.6 Conside´rons la cate´gorie des endofoncteurs de la cate´gorie (Nod∞A)u.
a. Il existe un morphisme canonique de foncteurs ?
∞
⊗A A→ 1 qui est un quasi-isomorphisme.
b. Il existe un morphisme canonique de foncteurs 1→
∞
HomA(A, ?) qui est un quasi-isomorphisme.





















dont les gj, j ≥ 1, sont de´finis par les morphismes
mMi+2+j−1(1⊗ ω
⊗i ⊗ 1⊗j) :M ⊗ (SA)⊗i ⊗A⊗A⊗j−1 →M, i ≥ 0, j ≥ 1.
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est acyclique. Nous ve´rifions que le morphisme de degre´ −1
r :M ⊗ T cSA⊗ SA→M ⊗ T cSA⊗ SA
donne´ par le morphisme
1⊗ sη : M ⊗ (SA)⊗i ⊗ SA→M ⊗ (SA)⊗i+1 ⊗ SA, i ≥ 0,
ou` η est l’unite´ de A, est une homotopie contractante du coˆne de g1. 





correspondant par l’adjonction au morphisme g est de´fini de manie`re analogue au morphisme
f : A→ End =
∞
HomA(A,A)
du lemme clef (5.3.0.1) du chapitre 5. Il est aussi strictement unitaire.
4.1.2 La cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre
Soit O et P deux objets de C. Soit A une A∞-alge`bre dans C(O,O). On rappelle que la cate´gorie
Nod∞A des A-polydules dans C(P,O) est isomorphe a` la cate´gorie Mod∞A
+ des A+-polydules
strictement unitaires ou` A+ est l’augmentation de A. Conside´rons l’objet e = eO comme une A∞-
alge`bre augmente´e dans C(O,O). Conside´rons l’objet e comme un A+-e-bipolydule strictement
unitaire graˆce a` l’augmentation A+→ e. Par la section 4.1.1, nous avons un foncteur
?
∞
⊗A+ e : Mod∞A
+→ Mod∞ e.
Il induit un foncteur dans les cate´gories de´rive´es que nous notons de la meˆme manie`re.
De´finition 4.1.2.1 La cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre est le noyau du foncteur
?
∞
⊗A+ e : D∞A
+→ D∞e.
Remarque 4.1.2.2 Nous montrerons en (4.1.3.5) qu’un A+-polydule strictement unitaire est dans
le noyau si et seulement si sa construction bar est acyclique.
Remarque 4.1.2.3 Le the´ore`me (4.1.3.1) ci-dessous montrera que cette de´finition e´tend la de´finition
de la cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre augmente´e (voir 2.4.2.1). En particulier, nous montrerons
que si A est elle-meˆme augmente´e, nous avons une suite exacte de cate´gories triangule´es
D∞A→ D∞A
+→ D∞e.
The´ore`me 4.1.2.4 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres et f : A→ A′ un A∞-quasi-isomorphisme. La
restriction le long de f induit une e´quivalence de cate´gories
D∞A
′ → D∞A.
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⊗A+ e et ?
∞
⊗A′+ e : Mod∞A
′+→ Mod∞ e





Le lemme (2.3.4.3) implique que le morphisme entre les alge`bres enveloppantes
U(f+) : U(A+)→ U(A′+)
est un quasi-isomorphisme. Il s’ensuit [Kel94a, 6.1] que la restriction de long de U(f+) est une
e´quivalence de cate´gories
DU(A′+)→ DU(A+).
Nous de´duisons le re´sultat du lemme (2.4.2.3). 
Cas des A∞-alge`bres H-unitaires
De´finition 4.1.2.5 Une A∞-alge`bre H-unitaire est une A∞-alge`bre dont la construction bar non
augmente´e est quasi-isomorphe a` 0.
La notion d’alge`bre H-unitaire est due a` M. Wodzicki [Wod88]. Il montre qu’une alge`bre est
H-unitaire si et seulement si elle satisfait la proprie´te´ d’excision (voir [Wod88], [Wod89]).
Lemme 4.1.2.6 Une A∞-alge`bre minimale (i. e. m1 = 0) strictement unitaire est H-unitaire.
De´monstration : Soit (A, η) une A∞-alge`bre minimale strictement unitaire. Le morphisme de
degre´ −1
h : BA→ BA
donne´ par les morphismes
1⊗ (sη) : (SA)⊗i → (SA)⊗i ⊗ SA
de´finit une homotopie contractante de BA. 
Corollaire 4.1.2.7 Une A∞-alge`bre homologiquement unitaire (voir la de´finition dans la section
3.1) est H-unitaire.
De´monstration : Soit A une A∞-alge`bre homologiquement unitaire. Le corollaire (3.2.1.2)
montre que A admet un mode`le minimal strictement unitaire A′. Comme BA′ est faiblement
e´quivalent a` BA et comme les e´quivalences faibles sont des quasi-isomorphismes, nous avons le
re´sultat. 
La sous-cate´gorie TriaA
Soit x : P → O un morphisme de C. Le morphisme x induit un foncteur
x∗ : C(P,O)→ C(P,P), M 7→M(x).
On suppose que ce foncteur admet un adjoint a` gauche
x! : C(P,P)→ C(P,O).
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Exemple 4.1.2.8 Regardons l’exemple apparaissant dans l’e´tude des A∞-cate´gories (5.1.1). Soit
P et O deux ensembles et soit
x : P → O, p 7→ x(p)
une application. Le foncteur x∗ envoie M ∈ C(P,O) sur
(p, p′) 7→M(x(p), p′).
Le foncteur x! envoie un objet V de C(P,P) sur le P-O-bimodule
(o, p) 7→ V (?, p)⊗P eO(o, x(?)).
Supposons maintenant que P est un ensemble a` un e´le´ment. L’application x est de´termine´ par





Soit x : P → O un morphisme de C. Soit V un objet de C(P,P). Munissons l’objet x!(V )⊗OA de
la structure de A-polydule donne´e par les multiplications deA. Comme nous avons un isomorphisme
HomC(P,P)(x!(V ),M)
∼
−→ HomNod∞A(x!(V )⊗O A,M), M ∈ Nod∞A,
nous avons une adjonction
(x!(?)⊗O A, x
∗) : C(P,P)→ Nod∞A.
Notons TriaA la plus petite sous-cate´gorie triangule´e aux sommes infinies de D∞A+ contenant
les
x∧= x!(eP)⊗O A, x ∈ C(P,O).
Remarque 4.1.2.9 Cette notation est justifie´e par le fait suivant. Dans l’exemple apparaissant
dans l’e´tude des A∞-cate´gories (5.1.1), si P est un ensemble a` un e´le´ment, et x est l’application
donne´ par un e´le´ment x de O, le A-polydule x∧ est l’A∞-foncteur repre´sente´ par x
x∧= A(?, x).




En particulier, la cate´gorie de´rive´e D∞A est e´gale a` TriaA.
Dans le cas des alge`bres diffe´rentielles gradue´es cette proposition est de´montre´e dans [Kel94b].
Dans la de´monstration ci-dessous, nous utilisons une filtration qui est adapte´e de celle de J. A. Guc-
cione et J. J. Guccione [GG96]. Elle leur permet de montrer astucieusement la proprie´te´ d’excision
des alge`bres diffe´rentielles gradue´es H-unitaires.
De´monstration : Montrons que la composition
TriaA →֒ D∞A
+→ D∞e
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est nulle. Comme x∧ est le A-polydule x!(e) ⊗O A, il suffit de montrer que A
∞
⊗A+ e est quasi-
isomorphe a` 0 dans la cate´gorie C(O,O). Nous de´finissons une filtration de A
∞
⊗A+ e = A ⊗









A⊗ (SA)⊗r ⊗ (SA+)⊗p
]
, p ≥ 0.
Les Fp, p ≥ 0, sont des sous-complexes de A
∞
⊗A+ e. Les objets gradue´s
GrpA
∞




A⊗ (SA)⊗r ⊗ (Se)⊗p, p ≥ 0,
sont isomorphes en tant que complexes a`
S−1BA⊗ (Se)⊗p, p ≥ 0.
Ils sont donc acycliques, ce qui montre que A
∞
⊗A+ e est acyclique.
Pour de´montrer qu’on a une suite exacte de cate´gories triangule´es, nous allons montrer que
l’inclusion de TriaA dans D∞A+ a pour adjoint a` droite le foncteur
?
∞
⊗A+ A : D∞A
+→ TriaA.
Ceci revient a` montrer que pour chaque X ∈ Mod∞A+, le triangle
X
∞





est tel que l’objet X
∞
⊗A+ e ∈ Tria e est (TriaA)-local, i. e.
HomD∞A+(L,X
∞
⊗A+ e) = 0, L ∈ TriaA.
Comme A
∞
















est un quasi-isomorphisme car son coˆne, qui est la construction bar BA+= T c(SA+), est acyclique




est un isomorphisme de A+-A+-bipolydules dans C(O,O). Soit X ∈ D∞A+. Montrons que l’objet
X
∞
⊗A+ e ∈ Tria e est (TriaA)-local. Soit L un objet de TriaA et un morphisme
f : L→ X
∞
⊗A+ e.
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ou` la fle`che verticale de droite repre´sente un isomorphisme de D∞A+ et ou` L
∞
⊗A+ e est quasi-
isomorphe a` 0. Le morphisme f est donc nul. 
4.1.3 La cate´gorie de´rive´e d’une A∞-alge`bre strictement unitaire
Soit A une A∞-alge`bre strictement unitaire. Dans cette section, nous donnons plusieurs descrip-
tions de la cate´gorie de´rive´e D∞A de (4.1.2.1). Plus pre´cise´ment, nous allons montrer le the´ore`me
suivant :
The´ore`me 4.1.3.1 Les cate´gories suivantes sont e´quivalentes :
D1. la cate´gorie de´rive´e D∞A de (4.1.2.1), c’est-a`-dire, la sous-cate´gorie triangule´e TriaA de
D∞A+ (4.1.2.10),
D2. la cate´gorie (dont nous montrerons qu’elle est bien de´finie)
H∞A : Mod∞A/∼
ou` ∼ est la relation d’homotopie (2.3.2.3),




ou` Qis est la classe des A∞-quasi-isomorphismes de Mod∞A,
D4. la cate´gorie homotopique
HoModstrict∞ A
de la cate´gorie de mode`les Modstrict∞ A (de´finie plus bas).
Il en re´sulte de ce the´ore`me que si A est augmente´e, la de´finition de D∞A donne´e dans (2.4.2.1)
est e´quivalente a` celle de (4.1.2.1).
Remarque 4.1.3.2 Les diffe´rentes descriptions de D∞A montrent que les re´sultats de la propo-
sition (2.4.1.1) restent valides.
L’e´quivalence entre les cate´gories de D1 et D2






: A+= A⊕ e→ A
ou` η est l’unite´ de A. On a un foncteur restriction
Res : Mod∞A→ Mod∞A
+
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′)/∼, M,M ′ ∈ Mod∞A,
ou` ∼ est la relation d’homotopie (2.3.2.3). Le corollaire (2.4.1.1) dit que la relation d’homotopie
(2.3.2.3) dans Mod∞A
+ est une relation d’e´quivalence compatible a` la composition. Ceci montre
que la relation d’homotopie dans dans Mod∞A est une relation d’e´quivalence compatible a` la
composition. Nous avons donc une cate´gorie bien de´finie
H∞A = Mod∞A/∼
et un foncteur pleinement fide`le
J : H∞A →֒ H∞A
+≃ D∞A
+.
Proposition 4.1.3.3 Le foncteur restriction
Res : Mod∞A→ Mod∞A
+
induit une e´quivalence de cate´gorie
H∞A→ TriaA.
Commenc¸ons par introduire quelques notions.
De´finition 4.1.3.4 Un A+-polydule est H-unitaire si son image par le foncteur
B : Mod∞A
+→ ComcB+A+
est quasi-isomorphe a` 0.
Remarque 4.1.3.5 Un A+-polydule M est H-unitaire si et seulement si l’objet M
∞
⊗A+ e est
quasi-isomorphe a` 0. La sous-cate´gories des A+-polydules H-unitaires est donc e´gale a` la cate´gorie
TriaA par la proposition (4.1.2.10).
Remarque 4.1.3.6 Dans le cas ou` A est une alge`bre associative unitaire etM un module unitaire,
le complexe BM est le coˆne de l’augmentation pM →M , ou` pM est la re´solution bar de M (voir
par exemple [CE99, IX.6]). En particulier, tout A-module unitaire est un A+-module H-unitaire.
Lemme 4.1.3.7 Un A+-polydule est H-unitaire si et seulement si il est homologiquement unitaire
en tant que A-polydule.
De´monstration : Soit M un A-polydule homologiquement unitaire. Il existe une structure de
A-polydule (ne´cessairement homologiquement unitaire) sur H∗M et un A∞-quasi-isomorphisme
H∗M →M . Par le corollaire 3.3.1.2, nous pouvons choisir H∗M strictement unitaire. Nous avons
alors une e´quivalence faible
B(H∗M)→ BM.
Comme les e´quivalences faibles sont des quasi-isomorphismes, il nous suffit de montrer queB(H∗M)
est quasi-isomorphe a` 0. Nous ve´rifions que le morphisme
r : SH∗M ⊗B+(A+)→ SH∗M ⊗B+(A+),
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de´fini par les morphismes
(I⊗ sη) : SH∗M ⊗ (SA)⊗i → SH∗M ⊗ (SA)⊗i ⊗ SA, i ≥ 0,
ou` η : e→ A est l’unite´ stricte de A, est une homotopie contractante de B(H∗M).
Pour de´montrer la re´ciproque nous introduisons quelques notions supple´mentaires.
Les cochaˆınes tordantes ge´ne´ralise´es
Soit C un objet de Cogca et A′ un objet de Alga∞. Une cochaˆıne tordante ge´ne´ralise´e τ : C → A
′
est un morphisme gradue´ de degre´ +1 qui s’annule sur la co-augmentation εC , qui se factorise par
ker(A+→ e) et qui ve´rifie ∑
i≥1
mi ◦ (τ
⊗i) ◦∆(i) = 0.
Remarquons que la somme infinie est bien de´finie car τ s’annule sur la co-augmentation et C est
cocomple`te.
Soit M un objet de Mod∞A
′. Nous munissons le produit tensoriel M ⊗ C du morphisme de
degre´ +1 qui est la somme (bien de´finie) de la diffe´rentielle du produit tensoriel et des morphismes
M ⊗ C
1⊗∆(i)
−→ M ⊗ C⊗i
1⊗τ⊗i−1⊗1
−→ M ⊗A′⊗i−1 ⊗ C
mi⊗1−→ M ⊗ C, i ≥ 1.
Nous ve´rifions que ce morphisme de degre´ +1 est une diffe´rentielle de M ⊗C. Nous notonsM ⊗τ C
le produit tensoriel muni de cette diffe´rentielle. Soit N un objet de ComcC. Nous munissons le
produit tensoriel N ⊗ A de la diffe´rentielle qui est la somme (bien de´finie) de la diffe´rentielle du
produit tensoriel et des morphismes
(1⊗mi) ◦ (1⊗ τ
⊗i−1 ⊗ 1) ◦ (∆(i) ⊗ 1) : N ⊗A′ → N ⊗A′, i ≥ 1.
Nous munissons N ⊗A′ du morphisme m1 donne´e par la diffe´rentielle ci-dessus et des morphismes
mi, i ≥ 2, valant 1N ⊗m
A′
i . Ces morphismes de´finissent une structure de A
′-polydule sur N ⊗A′.
Notons ce A′-polydule N ⊗τ A′. Ceci nous donne deux foncteurs
⊗τ A
′ : ComcC → Mod∞A
′ et ⊗τ C : Mod∞A
′ → ComcC
appele´s les produits tensoriels tordus ge´ne´ralise´s.
Fin de la de´monstration du lemme (4.1.3.7) : Soit M un A+-polydule H-unitaire. Nous vou-






−→ A →֒ A+










) :M ⊗τ B
+A+⊗τ A
+→M =M ⊗τ e
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est un quasi-isomorphisme (l’homotopie contractante de la de´monstration du lemme 2.2.1.9 de´finit








Le A+-polyduleM e´tantH-unitaire, l’objetM⊗τB+A+⊗τ e est quasi-isomorphe a` 0 car isomorphe
a` S−1BM . Il en re´sulte que le morphisme i est un quasi-isomorphisme. Le A+-polydule M qui est
quasi-isomorphe a` M ⊗τ B+A+⊗τ A+ est donc quasi-isomorphe a` M ⊗τ B+A+⊗τ A. Comme ce
dernier est strictement unitaire sur A, M est homologiquement unitaire sur A. 
De´monstration de la proposition (4.1.3.3)
Nous savons que le foncteur
J : H∞A →֒ H∞A
+≃ D∞A
+
est pleinement fide`le. Il faut montrer que son image est forme´e des objets de TriaA. Le lemme
(4.1.3.7) montre que tout objet de Mod∞A est dans TriaA. Re´ciproquement, si un A
+-polydule
M est dans TriaA, il est homologiquement unitaire sur A. Il est donc (3.3.1.3) quasi-isomorphe a`
un objet strictement unitaire. 
Nous munissons la cate´gorie H∞A de la structure triangule´e induite par l’e´quivalence
H∞A→ TriaA.
Equivalence entre les cate´gories de D2 et D3
Le foncteur
J : H∞A→ H∞A
+




Les A∞-quasi-isomorphismes sont donc les isomorphismes dans H∞A. Comme
Mod∞A→ H∞A







Equivalence entre les cate´gories de D3 et D4
Commenc¸ons par montrer quelques re´sultats sur la cate´gorie de´rive´e d’une alge`bre diffe´rentielle
gradue´e.
Lemme 4.1.3.8 Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire. L’inclusion







L’inverse est donne´ par le foncteur ?
∞
⊗A A.
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⊗A A : Mod∞A→ ModA.
Nous savons par le lemme (4.1.1.6) que l’A∞-morphisme
gM :M
∞
⊗A A→M, M ∈ Mod∞A,
est un A∞-quasi-isomorphisme. Si M est un module diffe´rentiel gradue´ sur A, les multiplications
mMi , i ≥ 3, sont nulles et l’A∞-morphisme gM (construit dans la de´monstration du lemme (4.1.1.6))
est strict. L’A∞-morphisme gM est alors un morphisme de A-modules diffe´rentiels gradue´s. Ceci
montre que les foncteurs J et ?
∞








De´finition 4.1.3.9 Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e (non ne´cessairement unitaire). La
cate´gorie de´rive´e DA est le noyau de
?
L
⊗ e : DA+→ De.
Remarque 4.1.3.10 Dans le cas ou` A est unitaire, la cate´gorie de´rive´e de´finie ci-dessus est
e´quivalente a` la cate´gorie de´rive´e de´finie en (2.2.3).
Corollaire 4.1.3.11 Soit A une alge`bre diffe´rentielle gradue´e (non ne´cessairement unitaire). Les
cate´gories de´rive´es D∞A et DA sont e´quivalentes.
De´monstration : C’est une conse´quence du lemme (4.1.3.8) et du fait que le foncteur ?
L
⊗ e
est exactement le foncteur ?
∞
⊗A e. 
La cate´gorie de mode`les Modstrict∞ A
Nous utilisons ci-dessous les notations et la terminologie standard des ope´rades diffe´rentielles
gradue´es (voir par exemple [Hin97]).
Une ope´rade asyme´trique est une suite d’objets O(n), n ≥ 0, de CC munie d’une composition µ
ve´rifiant les meˆmes conditions d’associativite´ que la composition d’une ope´rade au sens habituel.
Notons Sn, n ≥ 1, le groupe syme´trique. La suite KSn ⊗K O(n), n ≥ 0, est un S-module dans
CC et µ induit une structure d’ope´rade sur ce S-module. L’ope´rade Ass des alge`bres associative est
e´gale a` KSn ⊗K Ass
′(n), n ≥ 0, ou` Ass′ est une ope´rade asyme´trique.
Soit O l’ope´rade asyme´trique des A∞-alge`bres strictement unitaires. On note U(O, A) = U(A)
l’alge`bre enveloppante de A relativement a` l’ope´rade O. La cate´gorie Modstrict∞ A des A-polydules
strictement unitaires dont les morphismes sont les A∞-morphismes stricts est bien suˆr isomorphe





Nous de´duisons du the´ore`me (2.2.2.1) le re´sultat suivant.
Proposition 4.1.3.12 Les trois classes de morphismes ci-dessous de´finissent une structure de
cate´gorie de mode`les sur Modstrict∞ A :
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- la classe Eq forme´e des A∞-quasi-isomorphismes stricts,
- la classe Fib forme´e des morphismes f : M → M ′ tels que fn est un e´pimorphisme pour
tout n ∈ Z,
- la classe Cof forme´e des morphismes qui ont la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par rapport
aux morphismes appartenant a` Qis ∩ Fib.







Remarque 4.1.3.13 Si A est une A∞-alge`bre augmente´e, l’alge`bre enveloppante U(A) est iso-
morphe a` Ω+B+A (voir 2.3.4.2).
Proposition 4.1.3.14 Soit A une A∞-alge`bre strictement unitaire. L’inclusion












Premier cas : A est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire. La suite d’inclusions
ModA →֒ Modstrict∞ A →֒ Mod∞A










Le lemme (4.1.3.8) nous donne la pleine fide´lite´ de la composition. Le second foncteur est donc
plein et nous avons le re´sultat.
Deuxie`me cas : A est une A∞-alge`bre strictement unitaire quelconque.
D’apre`s la proposition (7.5.0.2), il existe un mode`le diffe´rentiel gradue´ unitaire A′ et une cofibration
triviale
i : A→ A′
strictement unitaire. Le lemme (3.2.4.5) montre qu’il existe une fibration triviale q : A′ → A telle
que q ◦ i = 1A et i ◦ q est homotope a` 1A′ . Les foncteurs restriction Res
i et Resq induisent des


















Soit A′+ l’augmentation de A′. Son alge`bre enveloppante U(A′+) est l’alge`bre diffe´rentielle
gradue´e Ω+B+A′+ (voir 2.3.4.4). Soit j : A′+ → U(A′+) l’A∞-morphisme universel construit en





128 Chapitre 4 : Cate´gorie de´rive´e
compatible aux foncteurs
D∞A
′+→ D∞e et D∞U(A
′+)→ D∞e.
La sous-cate´gorie D∞A′ = TriaA′ est ainsi e´quivalente a` la sous-cate´gorieD∞U(A′+) = TriaU(A′+)
(l’alge`bre U(A′+) = ΩB+A′+ est la re´duction de U(A′+)). Notons f l’A∞-morphisme compose´ i ◦ q.
Soit f+ : A′+→ A′+ le morphisme augmente´ associe´ a` f . Notons g le morphisme
Ω+B+f+ : U(A′+)→ U(A′+).
Le morphisme g est un morphisme d’alge`bres diffe´rentielles gradue´es unitaires. Pour montrer que
Resf induit un endofoncteur de HoModstrict∞ A
′ qui est isomorphe au foncteur identite´, il suffit de
montrer que Resg induit un endofoncteur de DU(A′+) isomorphe au foncteur identite´. Le morphisme
g est clairement homotope a` 1 dans la cate´gorie Alg∞. Les morphismes g et 1 deviennent donc
e´gaux dans Alg[Qis−1] (voir 1.3.1.3). Comme Ω+B+A′+ est une alge`bre presque libre co-augmente´e,
elle est un objet fibrant et cofibrant de la cate´gorie de mode`les Alg (voir 1.3.1). Il existe donc une
homotopie a` droite entre 1 et g. Le lemme (4.1.3.15) ci-dessous montre que l’endofoncteur g∗ de
DU(A′+) induit par Resg est isomorphe a` l’identite´. 
Lemme 4.1.3.15 Soit A et B deux alge`bres diffe´rentielles gradue´es unitaires. Soit g et g′ deux
morphismes A → B unitaires homotopes a` droite. Les foncteurs restriction le long de g et g′
induisent des foncteurs isomorphes
DB → DA.
De´monstration : On rappelle qu’une alge`bre de chemins BI , c’est-a`-dire un objet de chemins






ou` B0 et B1 sont e´gales a` B, tels que i est une e´quivalence faible et p ◦ i est une factorisation de
la diagonale B → B0 ×B1. Notons p0 et p1 les morphismes compose´s
BI
p
−→ B0 ×B1 → B0 et B
I p−→ B0 ×B1 → B1.
Nous avons les e´galite´s p0 ◦ i = p1 ◦ i = 1.
Les morphismes g et g′ sont homotopes a` droite relativement a` l’alge`bre de chemins BI , il existe
donc un morphisme H : A→ BI tel que p0 ◦H = g et p1 ◦H = g′. Ceci montre que
Resg = ResH ◦Resp0 et Resg
′
= ResH ◦Resp1 .
Pour montrer que Resg et Resg
′
induisent des foncteurs isomorphes dans les cate´gories de´rive´es, il
suffit de montrer que Resp0 et Resp1 induisent des foncteurs isomorphes dans les cate´gories de´rive´es.
Nous avons les e´galite´s
1 = Resi ◦Resp0 = Resi ◦Resp1 .
Comme i est un quasi-isomorphisme, Resi induit une e´quivalence dans les cate´gories de´rive´es. Nous
en de´duisons que Resp0 et Resp1 induisent des foncteurs isomorphes dans les cate´gories de´rive´es. 
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4.2 La cate´gorie de´rive´e des bipolydules






Soit O, O′, O′′ et O′′′ des objets de C. Soit A (resp. A′, A′′, A′′′) une A∞-alge`bre dans C(O,O)
(resp. C(O′,O′), C(O′′,O′′), C(O′′′,O′′′)). Soit M (resp. M ′′) un A-A′-bipolydule (resp. A′′-A′′′-
bipolydule) dans C(O,O′) (resp. C(O′′,O′′′)). On de´finit le foncteur
Nod∞(A
′, A′′)→ Nod∞(A,A










⊗M) = BM B+A′BM
′
B+A′′BM,
ou`  de´signe le produit cotensoriel (voir 4.1.1).
La cate´gorie de´rive´e D∞(A,A
′)
Soit eO et eO′ les e´le´ments neutres de C(O,O) et C(O
′,O′) conside´re´s comme des A∞-alge`bres
augmente´es. Conside´rons eO et eO′ comme un eO-A
+-bipolydule et un A′+-eO′-bipolydule.





⊗A′′+ eO′ : D∞(A
′+, A′′+)→ D∞(eO, eO′).
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La sous-cate´gorie Tria(A,A′)
Supposons que la cate´gorie C admet un objet final P. Soit x : P → O un morphisme de C. Le
morphisme x induit un foncteur
x∗ : C(O,P)→ C(P,P), M 7→M(x).
Nous supposons que ce foncteur admet un adjoint a` gauche
!x : C(P,P)→ C(P,O).
Nous avons un A-polydule a` gauche
x∨ = A⊗O !x(eP),
dont la structure est donne´e par les multiplications de A.
Remarque 4.2.0.2 Cette notation est justifie´e par le fait suivant. Dans l’exemple apparaissant
dans l’e´tude des A∞-cate´gories (5.1.1), un objet final est un ensemble a` un e´le´ment. Soit P un tel
ensemble et O un ensemble. Soit x une l’application P → O donne´e par un e´le´ment (note´ aussi x)
de O. le A-polydule x∨ est l’A∞-foncteur corepre´sente´ par x
x∨ = A(x, ?).

Soit x : P → O et y : P → O′ des morphismes de C. Le O-O′-bimodule
x∨ ⊗P y
∧= A⊗O′ !x(eP)⊗P y!(eP)⊗O′ A
′
est un A-A′-bipolydule. La cate´gorie Tria(A,A′) est la sous-cate´gorie triangule´e de D∞(A+, A′+)
engendre´e par les
x∨ ⊗P y
∧, x ∈ C(P,O), y ∈ C(P,O′).
Proposition 4.2.0.3 Soit A et A′ des A∞-alge`bres H-unitaires. Nous avons une suite exacte de
cate´gories triangule´es
Tria(A,A′) →֒ D∞(A
+, A′+)→ D∞(eO, e
′
O).
En particulier, la cate´gorie de´rive´e D∞A est e´gale a` Tria(A,A
′). 
The´ore`me 4.2.0.4 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres strictement unitaires. Les cate´gories suivantes
sont e´quivalentes :
D1. la cate´gorie de´rive´e D∞(A,A′) de (4.2.0.1), c’est-a`-dire, la sous-cate´gorie triangule´e Tria(A,A′)
de D∞(A+, A′+) (4.1.2.10),




ou` ∼ est la relation d’homotopie,





ou` Qis est la classe des A∞-quasi-isomorphismes de Mod∞(A,A
′),
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de la cate´gorie Modstrict∞ (A,A
′).
De´monstration : Les e´quivalences entre les cate´gories de D1, D2 et D3 se montrent de la meˆme
manie`re que dans le the´ore`me (4.1.3.1). L’e´quivalence entre les cate´gories de D3 et D4 dans le cas
ou` A et A′ sont des alge`bres diffe´rentielles gradue´es unitaires se prouve comme dans la proposition
(4.1.3.14). Si A et A′ dont des A∞-alge`bres strictement unitaires quelconques, nous proce´dons de
la manie`re suivante. On montre comme dans la proposition (4.1.3.14) que l’inclusion































le foncteur K est plein. Il est donc une e´quivalence. 




Une A∞-cate´gorie est une A∞-alge`bre avec plusieurs objets, et re´ciproquement, une A∞-alge`bre
est une A∞-cate´gorie avec un objet. Les proble`mes souleve´s par l’augmentation du nombre d’objets
sont nombreux et la ge´ne´ralisation des re´sultats des chapitres pre´ce´dents est parfois tre`s technique.
Dans la section 5.1, nous fixons des notations qui codent la variation des ensembles d’objets
des petites A∞-cate´gories. Nous introduisons pour cela une bicate´gorie C dont les objets sont
les ensembles, puis nous de´finissons une petite A∞-cate´gorie dont l’ensemble des objets est en
bijection avec un ensemble O comme une A∞-alge`bre dans la cate´gorie (mono¨ıdale) C(O,O). Nous
de´finissons ensuite les A∞-foncteurs.
Dans la section 5.2, nous de´finissons les cate´gories diffe´rentielles gradue´es des (bi)polydules sur
des A∞-cate´gories.
Dans la section 5.3, nous e´tablissons un lemme (dit lemme clef) qui sera fondamental dans la
construction de l’A∞-foncteur de Yoneda (7.1.0.1) et celle de l’A∞-foncteur de Yoneda ge´ne´ralise´
(8.2.1).
5.1 De´finitions
5.1.1 Les cate´gories de base C(O,O′) et C(O)
Nous fixons des notations que nous utiliserons tout au long de cette partie. Nous construi-
sons une bicate´gorie C dont les objets sont les ensembles (voir [ML98, Chap. XII, §6] pour les
bicate´gories).
SoitK un corps. Le produit tensoriel au-dessus de K est note´⊗. SoitO un ensemble. Conside´rons
le comme la petite cate´gorie dont les objets sont en bijection avec O et dont l’espace des morphismes
o→ o′ est vide si o 6= o′, et contient uniquement le morphisme identite´ Io sinon.
Soit O, O′ et O′′ trois ensembles. Un O′-O-bimodule (resp. un O-module a` droite) est un foncteur
M : Oop ×O′ → VectK,
(
resp. M : Oop → VectK
)
ou` VectK est la cate´gorie des K-espaces vectoriels. Un morphisme de bimodules (resp. de modules)
est un morphisme de foncteurs. Nous notons C(O,O′) et C(O) ces cate´gories. Soit M un objet de
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C(O,O′) et N un objet de C(O′,O′′). Le produit tensoriel M ⊙O′ N au-dessus de O′ est l’objet de







Nous noterons simplement ⊙ le tenseur au-dessus de O′ lorsque cela ne preˆtera pas a` confusion.
Le produit tensoriel au-dessus de O′ nous donne un foncteur
C(O′,O)× C(O′′,O′)→ C(O′′,O′), (M,N) 7→M ⊙O′ N,
et si O′′′ est un ensemble et T un objet de C(O′′,O′′′), on a des contraintes d’associativite´
(M ⊙O′ N)⊙O′′ T
∼
−→M ⊙O′ (N ⊙O′′ T ).
Soit f : O → O′ une application. On a un foncteur
C(O′′,O′) −→ C(O′′,O),
qui envoie le O′-O′′-bimodule M sur le O-O′′-bimodule
Mf : O
op × O′′ → VectK
o× o′′ 7→ M(fo, o′′).
De manie`re similaire, si g : O → O′′ est une application, on a un foncteur
C(O′′,O′) −→ C(O,O′), M 7→ gM.
La cate´gorie C(O,O′) est K-line´aire abe´lienne, semi-simple, cocomple`te, aux colimites filtrantes
exactes (i.e. c’est une K-cate´gorie de Grothendieck semi-simple). Par la section 1.1.1, nous avons
les cate´gories GrC(O,O′) des bimodules gradue´s et CC(O,O′) des bimodules diffe´rentiels gradue´s.
Remarquons que le produit tensoriel ⊙O et le bimodule
eO( , ) = KHomO( , )
de´finissent une structure de cate´gorie mono¨ıdale sur (C(O,O),⊙, eO). Le foncteur
C(O′,O′)→ C(O,O), M 7→ fMf ,
est compatible a` la structure mono¨ıdale. Comme la cate´gorie C(O) est isomorphe a` C({∗},O), ou`
{∗} est un ensemble a` un e´le´ment, nous obtenons une action a` droite de la cate´gorie mono¨ıdale
C(O,O) sur C(O)
C(O)× C(O,O)→ C(O), (M,N) 7→M ⊙N.
Remarque 5.1.1.1 Soit A une petite K-cate´gorie dont l’ensemble des objets est en bijection avec





µ : HomA ⊙ HomA → HomA et η : eA → HomA, IA 7→ 1A,
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donne´s par la composition de A et par les morphismes identite´ 1A de A, est une alge`bre unitaire
dans la cate´gorie des A-A-bimodules. Re´ciproquement, une alge`bre unitaire dans la cate´gorie des
A-A-bimodules de´finit une petite K-cate´gorie dont l’ensemble des objets est en bijection avec A.
Soit A et B deux petites K-cate´gories dont les ensembles des objets sont en bijection avec des
ensembles A et B. Soit f : A → B un foncteur. On note
f˙ : ObjA → ObjB
l’application qui envoie A sur son image par le foncteur f. Le foncteur f induit un morphisme
d’alge`bres unitaires
HomA → f˙HomB f˙ , x 7→ f(x),
Re´ciproquement, si Λ et Λ′ sont deux alge`bres unitaires dans les cate´gories des A-A-bimodules et
des B-B-bimodules, une application f˙ : A → B et un morphisme d’alge`bres unitaires Λ → f˙Λ
′
f˙
dans la cate´gorie C(A,A) de´finissent un foncteur entre les K-cate´gories correspondantes.
De´finition 5.1.1.2 Soit A un ensemble. Une (petite) cate´gorie diffe´rentielle gradue´e sur A est une
alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire dans C(A,A).
5.1.2 De´finitions
De´finition 5.1.2.1 Soit A un ensemble. Une A∞-cate´gorie sur A est une A∞-alge`bre dans la
cate´gorie
(GrC(A,A),⊙, eA).
Remarque 5.1.2.2 Soit A une A∞-cate´gorie. Elle est de´termine´e par
- un ensemble d’objets ObjA = A,
- pour tout couple (A,A′) d’objets de A, un espace gradue´ de morphismes
HomA(A,A
′) = A(A,A′),
- pour toute suite (A0, . . . , An) d’objets de A, des compositions
mn : A(An−1, An)⊗ . . .⊗A(A0, A1)→ A(A0, An),
ve´rifiant les e´quations (∗n), n ≥ 1, de la de´finition 1.2.1.1,
Si A est homologiquement unitaire (en tant que A∞-alge`bre dans GrC(A,A)) alors, pour tout objet
A ∈ A, nous avons un morphisme identite´ IA ∈ A(A,A) tel que sa classe [IA] dans H∗A(A,A)
ve´rifie
µ(f, [IA]) = f, f ∈ H
∗A(A,A′) et µ([IA], g) = g, g ∈ H
∗A(A′, A),
ou` µ est la composition de H∗A induite par m2.
Remarque 5.1.2.3 La composition m2 induit une composition associative
µ : H0A⊙H0A → H0A.
Si A est homologiquement unitaire alors H0A est une cate´gorie au sens classique. Le morphisme
identite´ d’un objet A ∈ H0A est la classe [IA].
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Lemme 5.1.2.4 Soit B un ensemble, B une A∞-cate´gorie sur B homologiquement unitaire et
f : A → B
une application. Le A-A-bimodule gradue´ fBf est une A∞-cate´gorie homologiquement unitaire pour
les compositions et les morphismes identite´ induits par ceux de A. 
De´finition 5.1.2.5 Soit A et B deux ensembles et A et B deux A∞-cate´gories sur A et B. Un
A∞-foncteur
f : A → B
est la donne´e d’un couple (f˙ , fHom) forme´ d’une application
f˙ : A → B
et d’un A∞-morphisme dans la cate´gorie GrC(A,A)
fHom : A → f˙Bf˙ .
Nous noterons souvent ce dernier f au lieu de fHom. L’A∞-foncteur identite´ de A est note´
1A : A → A.
Attention a` ne pas confondre ce symbole avec IA, le morphisme identite´ d’un objet A ∈ A.
Remarque 5.1.2.6 Soit A et B deux petites A∞-cate´gories. Un A∞-foncteur f : A → B est
de´termine´ par
- une application
f˙ : ObjA → ObjB,
- pour toute suite (A0, . . . , An) d’objets de A, des morphismes
fn : A(An−1, An)⊗ . . .⊗A(A0, A1)→ B(f˙A0, f˙An),
ve´rifiant les e´quations (∗∗n), n ≥ 1, de la de´finition 1.2.1.2.
Remarque 5.1.2.7 Soit A et B deux petites A∞-cate´gories sur A. Un A∞-morphisme f : A → B
dans C(A,A) donne un A∞-foncteur
(1A, f) : A → B, x 7→ f(x).
Re´ciproquement, un A∞-foncteur (f˙ , f) dont l’application sous-jacente f˙ est e´gale a` 1A donne un
A∞-morphisme f : A → B.
Rappel sur la construction bar




resp. fi ↔ Fi
)
, i ≥ 1,



















sont de´finies par les relations
ω ◦ bi = −mi ◦ ω
⊙i
(





ou` Fi est un morphisme gradue´ de degre´ |Fi| et ω = s−1. Un foncteur f : A → B est la donne´e
d’une application f˙ : ObjA → ObjB et d’un morphisme diffe´rentiel gradue´
F = Bf : BA → Bf˙Bf˙
dans la cate´gorie Cogc(A,A) des coge`bres cocomple`tes diffe´rentielles gradue´es de C(A,A).
De´finition 5.1.2.8 Soit A un ensemble et A une A∞-cate´gorie sur A. Un A-polydule est un A-
polydule dans GrC(A) (voir 2.3.1.2). Il est donne´ par un A-module a` droite
M : Aop → GrC
muni de morphismes gradue´s de A-modules a` droite
mi : M ⊙A
⊙i−1 →M, i ≥ 1,
de degre´ 2− i, tels qu’une e´quation (∗′n), n ≥ 1, de la meˆme forme que l’e´quation (∗n), n ≥ 1, de
la de´finition 1.2.1.1 est ve´rifie´e.





⊙A⊙i−1 → V ⊙A, i ≥ 1,
est un A-polydule. En particulier, si A est un objet de A, le A-module
A( , A) = e( , A)⊙A
est un A-polydules dans C(A). On le notera A∧.
De´finition 5.1.2.10 Soit A et B deux ensembles et A et B deux A∞-cate´gories sur A et B. Un
A-B-bipolydule est un A-B-bipolydule dans GrC(A,B) (voir 2.5.1.3).
5.2 Cate´gories diffe´rentielles gradue´es des polydules
La cate´gorie C∞B+A
Soit A un ensemble et A une A∞-cate´gorie sur A. La cate´gorie C∞B+A a pour objets ceux de
ComcB+A. Si N et N ′ sont deux objets de ComcB+A, l’espace de morphismes
HomC∞B+A(N,N
′)
est l’espace des morphismes unitaires gradue´s de comodules N → N ′ muni de la diffe´rentielle
δ : F 7→ bN
′
◦ F − (−1)|F |F ◦ bN ,
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ou` F est de degre´ |F |. C’est une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e. Remarquons que la cate´gorie
ComcB+A est isomorphe a` la cate´gorie Z0C∞B+A, i. e. la cate´gorie dont les objets sont ceux de
C∞B+A et dont les morphismes sont les ze´ro-cycles des complexes de morphismes de C∞B+A.
La cate´gorie N∞A
La cate´gorie N∞A est la cate´gorie diffe´rentielle gradue´e dont les objets sont les A-polydules et
dont les espaces de morphismes sont de´finis par
HomN∞A(M,M
′) = HomC∞B+A(BM,BM
′), M,M ′ ∈ N∞A.




de degre´ 1− i+ n. Les A∞-morphismes f :M →M ′ sont les ze´ro-cycles de HomC∞A(M,M
′). (La
lettre N se rapporte au “Non” dans “A-polydules non unitaires”.)
Remarque 5.2.0.1 Soit B une A∞-cate´gorie et X un B-A-bipolydules. Nous avons un isomor-
phisme de complexes
∞
HomA(X,M) = HomN∞A(XA,M), M ∈ N∞A,
ou`
∞
HomA(X,M) est de´fini en (4.1.1).
La cate´gorie C∞A
Supposons de´sormais que A est strictement unitaire. Si M et M ′ sont deux A-polydules stric-
tement unitaires, un morphisme f : M → M ′ de degre´ n est strictement unitaire s’il ve´rifie les
e´quations
fi(1






la sous-cate´gorie pleine de N∞A forme´e des A-polydules strictement uni-
taires et C∞A la sous-cate´gorie non pleine de N∞A forme´e des A-polydules strictement unitaires
dont les morphismes sont les morphismes strictement unitaires. Remarquons que si A est aug-




Remarque 5.2.0.2 La cate´gorie H0C∞A est clairement isomorphe a` H∞A (voir la de´finition
4.1.2.1). Elle est e´quivalente a` la cate´gorie D∞A par le corollaire 2.4.2.2.
Proposition 5.2.0.3 L’inclusion
C∞A → N∞A
induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.
De´monstration : La de´monstration est la meˆme que celle de la proposition (3.3.1.8). Au lieu
de conside´rer uniquement les A∞-morphismes, i. e. les morphismes de N∞A qui sont des cycles
de degre´ ze´ro et les homotopies entre A∞-morphismes, nous conside´rons les morphismes de degre´
quelconque qui sont des cycles. 
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La cate´gorie C∞(A,B)
Soit A et B deux ensembles et A et B des A∞-cate´gories sur A et B. La cate´gorie N∞(A,B)
est construite de manie`re strictement analogue a` N∞A. Soit la cate´gorie diffe´rentielle gradue´e
C∞(B+A, B+B) dont les objets sont ceux de Comc(B+A, B+B). La cate´gorie N∞(A,B) est la
cate´gorie diffe´rentielle gradue´e qui a les meˆmes objets que que Nod∞(A,B) et dont les espaces
de morphismes sont de´finis par le sous-espaces
HomN∞(A,B)(M,M
′) = HomC∞(B+A,B+B)(BM,BM
′), M,M ′ ∈ C∞(A,B).















induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes. 
5.3 Lemme clef
Le lemme ci-dessous sera utile pour la construction de l’A∞-foncteur de Yoneda (voir 7.1.0.1).
Soit A et B deux ensembles, M un objet gradue´ de C(A,B) et A et B deux A∞-cate´gories sur
A et B. Soit une famille de morphismes gradue´s de A-B-bimodules
mi,j : A
⊙Ai ⊙A M ⊙B B
⊙Bj →M, i, j ≥ 0,
de degre´ 1−i−j.Munissons les coge`bres tensorielles co-augmente´es T cSB et T cSA des diffe´rentielles
bA et bB des constructions bar co-augmente´es. Les morphismes
b0,j : SM ⊙B (SB)
⊙Bj → SM, j ≥ 0,
donne´s par les bijections m0,j ↔ b0,j de la section 2.5.1, se rele`vent (voir 2.1.2.1) en une unique
code´rivation de comodules gradue´s dans C(A,B)
D : SM ⊙B T
c(SB)→ SM ⊙B T
c(SB).
Notons End = End
((
SM ⊙B T c(SB)
)
l’alge`bre des endomorphismes gradue´s de B+B-comodules







(A), A,A′ ∈ A,
ou`
∞
Hom est le foncteur de´fini en (4.1.1). Nous munissons End des trois morphismes
m0 : eA → End, 1 7→ −D2
m1 : End → End, f 7→ D ◦ f − (−1)
rf ◦D
m2 : End⊙A End → End, f ⊙ g 7→ f ◦ g,
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ou` f est un morphisme de degre´ r. Ils ve´rifient les e´quations
m1 ·m0 = 0, m2(m0 ⊙ 1+ 1⊙m0) +m
2
1 = 0
m2(m1 ⊙ 1+ 1⊙m1)−m1m2 = 0 et m2(1⊙m2 −m2 ⊙ 1) = 0.
Une alge`bre diffe´rentielle gradue´e (A, d, µ) ve´rifie clairement ces e´quations pour m0 = 0, m1 = d et
m2 = µ. Re´ciproquement, si M est un objet gradue´ muni de morphismes m0, m1 et m2 ve´rifiant
ces e´quations, (M,m1,m2) est une alge`bre diffe´rentielle gradue´ si m0 est nul.
Soit les morphismes gradue´s de A-A-bimodules
fi : A
⊙i → End, i ≥ 1,
de degre´ 2− i, de´finis par l’e´quation
Fi(φ) = s(Φ) ∈ SEnd,
ou` Fi est donne´ par la bijection fi ↔ Fi, ou` φ est un e´le´ment de (SA)⊙i de degre´ |φ| et ou` le
morphisme Φ est l’unique morphisme (voir 2.1.2.1) tel que la composition p1◦Φ a pour composantes
les morphismes
SM ⊙ (SB)⊙j
(−1)|φ|φ⊙1 // (SA)⊙i ⊙ SM ⊙ (SB)⊙j
bi,j // SM, j ≥ 0.
Lemme 5.3.0.1 Les e´nonce´s suivants sont e´quivalents.
a. Le triplet (End,m1,m2) est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e et les morphismes fi, i ≥ 1,
de´finissent un A∞-morphisme
f : A → End,
ou` End est munie de l’A∞-structure de la remarque 1.2.1.5.
b. Les morphismes mi,j, i, j ≥ 0, de´finissent une structure de A-B-bipolydule sur M.




⊙k ⊙ b• ⊙ 1
⊙m) = 0, n ≥ 0,
ou` les symboles b• doivent eˆtre interpre´te´s convenablement. Ces e´quations sont e´quivalentes aux
e´quations (∗′′n), n+ 1 + n
′ ≥ 1, de la de´finition 2.5.1.3.
Comme (End,m1,m2) est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e, le morphisme m0 est nul. Ceci veut







⊙k ⊙ bBj ⊙ 1
⊙m) = 0, n ≥ 0.
En vertu de la section 1.2.2, le fait que f est un A∞-morphisme se traduit par le fait que la
suite des morphismes Fi, i ≥ 1, de´finit un morphisme de coge`bres diffe´rentielles gradue´es
F : B+A → B+End.
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Ceci e´quivaut aux e´quations (∗∗n), n ≥ 1 :∑
i+j+k=n
Fl(1




bEnd2 (Fi ⊙ Fj) = 0.
On rappelle que la de´finition des bijections mEndi ↔ b
End
i , i ≥ 2, implique que





⊙2 = s ◦mEnd2 .
Soit m⊙ y un e´le´ment de de SM ⊙ (SB)⊙n. Calculons l’image de m ⊙ y par bEnd2 (Fi ⊙ Fj)(φ)
ou` φ = φj ⊙ φi :
bEnd2 (Fi ⊙ Fj)(φ)(m ⊙ y) = b
End
2 (sΦi ⊙ sΦj)(m⊙ y)
= (−1)|Φi|bEnd2 (s⊙ s)(Φi ⊙ Φj)(m⊙ y)
















SA ⊙ 1SM ⊙ 1
⊙k)⊙ 1⊗l)(φ ⊙m⊙ y),
puis bEnd1 (Fn)(φ)(m ⊙ y) :
bEnd1 (Fn)(φ)(y) = b
End
1 (sΦ)(m⊙ y)
= −smEnd1 (Φ)(m⊙ y)




|φ|b0,l(bi+j,k(φ⊙ 1SM ⊙ 1⊙k)⊙ 1⊙l) +∑
u+v+l=n−(−1)
|φ|bi+j,u+1+l(φ⊙ 1SM ⊙ 1⊙u ⊙ bBv ⊙ 1
⊙l) +











SA ⊙ 1SM ⊙ 1









⊙i ⊙ bAj ⊙ 1
⊙k)(φ)(m ⊙ y) :
Fl(1
⊙i ⊙ bAj ⊙ 1








SA ⊙ 1SM ⊙ 1
n)(φ⊙m⊙ y).
Les e´quations (∗∗n), n ≥ 1, et le fait que la code´rivation D est une diffe´rentielle sont donc
e´quivalents aux e´quations ∑
b•(1
⊙u ⊙ b• ⊙ 1
⊙v) = 0
ou` les b• et les 1 doivent eˆtre interpre´te´s convenablement. 
Soit M un A-B-bipolydule. Soit A un objet de A. On munit le A-module M( , A) de la
structure de B-polydule donne´e par les morphismes mj, j ≥ 1, de B-modules




( , A)→M( , A), j ≥ 1.
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Corollaire 5.3.0.2 L’application
θ˙M : A → ObjN∞B, A 7→M( , A)
se comple`te de manie`re canonique en un A∞-foncteur
θM : A → N∞B.
De´monstration : Le A-A-bimodule
HomN∞B(
˙θM , ˙θM )
est par de´finition l’alge`bre des endomorphismes
EndN∞B+B
(
(?, )⊗ T cSB
)
,
c’est-a`-dire, l’alge`bre End du lemme clef. Le foncteur canoniquement associe´ a` M est donne´ par les
morphismes
fi : A
⊙i → HomN∞B( ˙θM , ˙θM ), i ≥ 1,
du lemme 5.3.0.1. Ils de´finissent un A∞-foncteur car
f : A → End
est un A∞-morphisme. 
Corollaire 5.3.0.3 L’application M 7→ θM de la classe des A-B-bipolydules sur la classe des
A∞-foncteurs A → N∞B est une bijection. Son application inverse associe a` un A∞-foncteur
(g˙, g) : A → N∞B
le A-B-bimodule
M(A,B) = (g˙(A))(B)
muni des multiplications mi,j, i, j ≥ 0, donne´es par
mi,j−1 = (gi)j .

Le cas strictement unitaire
Supposons de´sormais que A et B sont des A∞-cate´gories strictement unitaires.
Remarque 5.3.0.4 Soit M un A-B-bipolydule. L’A∞-morphisme
f : A → End
du lemme clef (5.3.0.1) est strictement unitaire si et seulement si les compositions
mMi,j(1
⊙α ⊙ η ⊙ 1⊙β ⊗ 1M ⊗ 1
⊗j), i, j ≥ 0,
sont nulles pour (i, j) 6= (1, 0) et si elle est l’identite´ si (i, j) = (1, 0).
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Remarque 5.3.0.5 Si M est un A-B-bipolydule strictement unitaire, le B-polydules M( , A),
A ∈ A, est strictement unitaire et l’A∞-foncteur
A → N∞B
du corollaire (5.3.0.2) se factorise par un foncteur
A → C∞B.
Remarque 5.3.0.6 La bijection M 7→ θM du corollaire (5.3.0.3) se restreint en une bijection
de la classe des A-B-bipolydules strictement unitaires sur la classe des A∞-foncteurs strictement
unitaires A → C∞B.
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Chapitre 6
Torsion d’A∞-structures
Dans les chapitres 7 et 8, nous allons construire des A∞-cate´gories dont les compositions sont
construites par un processus de torsion que nous de´crivons dans ce chapitre.
En the´orie des de´formations des alge`bres de Lie diffe´rentielles gradue´es (ou alge`bres associatives
diffe´rentielles gradue´es), la technique de la torsion est bien connue (pour un panorama, voir par
exemple [Hue99]). La version A∞ (et L∞) a e´te´ introduite dans [FOOO01, Chap. 4] (voir aussi
[Fuk01a]). Notre de´monstration du fait que les compositions tordues de´finissent bien une struc-
ture A∞ est diffe´rente. La torsion d’une A∞-alge`bre A par une solution a` l’e´quation de Maurer-
Cartan ge´ne´ralise´e modifie non seulement la diffe´rentielle m1 mais aussi toutes les multiplications
supe´rieures.
Ce chapitre est divise´ en deux sections. Nous traitons d’abord le cas simple ou` la torsion est
tensoriellement nilpotente, puis le cas ou` les A∞-structures sont topologiques. Nous montrons que si
f : A → B est un A∞-foncteur qui induit des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes,
sa torsion induit aussi des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes (6.1.3.4).
6.1 Le cas tensoriellement nilpotent
6.1.1 Ele´ments tordants
Soit A un ensemble et A une A∞-cate´gorie sur A. Munissons l’e´le´ment neutre e = eA pour le
produit tensoriel ⊙A de la structure de coge`bre donne´e par la contrainte d’unitarite´ de la cate´gorie




Conside´rons e comme une coge`bre diffe´rentielle gradue´e concentre´e en degre´ 0.
De´finition 6.1.1.1 Un e´le´ment tordant (tensoriellement nilpotent) est un morphisme gradue´ x :
e→ A de degre´ +1 tel que
(1) la compose´e s ◦ x se rele`ve en un morphisme de coge`bres
X : e→ BA,
(2) et ce morphisme X est compatible aux diffe´rentielles.
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ou` Homnil(e, SA) est l’ensemble des morphismes gradue´s φ : e→ SA de degre´ 0 tels que, pour tout
A ∈ A, il existe un N tel que φ⊗n∆n−1(IA) = 0 pour n ≥ N. Nous en de´duisons qu’un morphisme
gradue´ x : e→ A de degre´ +1 est un e´le´ment tordant si et seulement si
(1) il est tensoriellement nilpotent : pour tout objet A ∈ A, l’e´le´ment x(IA) ∈ A(A,A) de degre´
1 est tel que x(IA)
⊙n est nul pour un certain n > 0,





x(IA)⊙ . . .⊙ x(IA)
)
= 0, A ∈ A.
(La somme est finie graˆce a` la proprie´te´ de nilpotence tensorielle).
6.1.2 Torsion des A∞-cate´gories
Soit A un ensemble et A une A∞-cate´gorie sur A. Soit x un e´le´ment tensoriellement nilpotent
de A. Soit
g : T cSA = e⊕ T cSA → SA
le morphisme de composantes [sx, p1], ou` p1 est la projection T cSA → SA. Soit le morphisme de
A-A-bimodules
φx : T




dont la compose´e avec la projection sur (SA)⊙i est le morphisme
(g⊙i) ◦∆(i) si i ≥ 1, 1e sinon.
Il est clairement un morphisme de coge`bres co-unitaire et il est bien de´fini car sa restriction au




((sx)⊙l0 ⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙li−1 ⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙li ),
ou` l0 + . . .+ li = l. Remarquons que la composition
φx ◦ ε : e→ T
cSA = e⊕ T cSA,
ou` ε est la co-augmentation de T cSA, a pour composantes le morphisme 1e et le rele`vement X de
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est triangulaire infe´rieure et sa diagonale est celle de l’identite´. Le morphisme φx est donc un
automorphisme co-unitaire (non co-augmente´) de la coge`bre gradue´e co-augmente´e T cSA. La
diffe´rentielle de la construction bar BA nous donne une diffe´rentielle
b : T cSA → T cSA
qui s’annule sur la co-augmentation. Soit la compose´e
Dx = φ
−1
x ◦ b ◦ φx : T
cSA → T cSA.
Supposons que x ve´rifie l’e´quation de Maurer-Cartan. Le rele`vement X : e → T cSA de s ◦ x est
diffe´rentiel gradue´. La composition





: e→ T cSA = e⊕ T cSA
est donc nulle et on a Dx ◦ ε = 0. Posons bx le morphisme donne´ par la fle`che verticale de droite













ε // T cSA // T cSA // 0.
Comme Dx est une (1,1)-code´rivation de T
cSA, le morphisme bx est une (1,1)-code´rivation de
T cSA. Comme D2x = 0, la code´rivation bx est une diffe´rentielle de la coge`bre T
cSA. Elle est
de´termine´e (1.1.2.2) par les composantes
(bx)i : (SA)
⊙i → SA
de sa composition avec la projection sur SA.




⊙l0 ⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙li−1 ⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙li),
ou` l0 + . . .+ li = l.
De´monstration : Remarquons que Dx restreint au sous-objet T cSA de T cSA est e´gal a` bx.
Nous devons calculer
(p1 ◦Dx)|(SA)⊙i = (p1 ◦ φ
−1
x ◦ b ◦ φx)|(SA)⊙i i ≥ 1.








est triangulaire infe´rieure et comme sa diagonale est celle de l’identite´, la matrice de φ−1x est de la
meˆme forme. Ainsi, les morphisme p1 ◦ φ−1x ◦ b ◦ φx et p1 ◦ b ◦ φx restreints a` (SA)
⊙i sont e´gaux.
Ceci de´montre le lemme. 
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De´finition 6.1.2.2 (K. Fukaya [FOOO01] (voir aussi [Fuk01a])) L’A∞-cate´gorie tordue Ax






x → Ax, i ≥ 1,




⊙l0 ⊙ 1A ⊙ x
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1A ⊙ x
⊙li−1 ⊙ 1A ⊙ x
⊙li),
ou` l’exposant du signe est s =
∑
1≤t≤i t× lt (Cette somme infinie de´finit bien un morphisme graˆce
a` la proprie´te´ de nilpotence tensorielle de x).
6.1.3 Torsion des A∞-foncteurs
Soit A et B deux ensembles, A et B deux A∞-cate´gories sur A et B. Soit
(f˙ , f) : A → B
un A∞-foncteur et x et x
′ des e´le´ments tordants de A et B ve´rifiant une relation de compatibilite´
avec f qui sera pre´cise´e plus bas. Cette relation dit approximativement que l’image de x par f est
x′. Le but de cette section est de construire un A∞-foncteur tordu
Ax → Bx′.
Munissons le A-A-bimodule f˙Bf˙ de la structure de A∞-cate´gorie sur A du lemme 5.1.2.4. Nous
notons B′ cette A∞-cate´gorie sur A. L’e´le´ment tordant
x′ : eB → B
donne un e´le´ment tordant de B′
eA → B
′, IA 7→ x
′(f˙A).
Nous le notons aussi x′. Soit
F : B+A → B+B′
la construction bar co-augmente´e de l’A∞-morphisme f : A → B′. Nous allons construire l’A∞-
foncteur tordu de fac¸on a` ce que le morphisme
G = φ−1x′ ◦ F ◦ φx : T
cSA −→ T cSB′
soit sa construction bar co-augmente´e. Remarquons que pour des e´le´ments tordants x et x′ quel-
conques, le morphisme G est bien un morphisme diffe´rentiel gradue´
G : B+Ax → B
+B′x′ .
Il n’y a cependant aucune raison pour qu’il soit co-augmente´ car φx et φx′ ne le sont pas. Demander
qu’il le soit nous donne des relations de compatibilite´s entre x et x′ : Supposons que G est augmente´.
Nous avons l’e´galite´
φ−1x′ ◦ F ◦ φx ◦ ε = ε,
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ou en d’autre terme, nous avons
F ◦ φx ◦ ε = φx′ ◦ ε.
Comme les compositions φx ◦ ε et φx′ ◦ ε sont e´gales aux morphismes
1e +X : e→ e⊕ T cSA et 1e +X
′ : e→ e⊕ T cSB′
ou` X et X ′ sont les rele`vements de x : e→ A et x′ : e→ B′, la compatibilite´ entre x et x′ affirme
que la somme (bien de´finie par la proprie´te´ de nilpotence tensorielle de x)∑
i≥1
fi(x
⊙i) : e→ B′
est e´gale a` l’e´le´ment tordant x′.
Comme le morphismeG est co-augmente´, il est la co-augmentation d’un morphisme des coge`bres
diffe´rentielles gradue´es re´duites
Fx : BAx → BB
′
x′.




⊙l0 ⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙li−1 ⊙ 1SA ⊙ (sx)
⊙li),
ou` l0 + . . .+ li = l.
De´monstration : Similaire a` celle du lemme 6.1.2.1.
Remarquons que l’A∞-cate´gorie B′x′ est e´gale a` f˙ (Bx′)f˙ .
De´finition 6.1.3.2 L’A∞-foncteur tordu
(f˙ , fx) : Ax → Bx′
est le foncteur dont la construction bar est Fx.
Il est donc de´fini par des morphismes
fxi : A
⊙i
x → f˙ (Bx′)f˙ , i ≥ 1,




⊙l0 ⊙ 1A ⊙ x
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1A ⊙ x
⊙li−1 ⊙ 1A ⊙ x
⊙li),
ou` l’exposant du signe est s =
∑
1≤t≤i t× lt.
Torsion et e´quivalences faibles
Lemme 6.1.3.3 Soit A une A∞-cate´gorie et x un e´le´ment tordant tensoriellement nilpotent. Soit
A une A∞-cate´gorie faiblement e´quivalente a` ze´ro, i. e. le morphisme dans C(A,A)
A → 0
est un A∞-quasi-isomorphisme. La cate´gorie tordue Ax est faiblement e´quivalente a` ze´ro.
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De´monstration : La cate´gorie ambiante du raisonnement ci-dessous est C(A,A). Nous rappel-
lons (5.1.2.7) qu’un A∞-morphisme f entre deux A∞-alge`bres de C(A,A) est un A∞-foncteur dont
l’application sous-jacente f˙ est l’identite´ de A. Soit K le complexe contractile (A,m1). Conside´rons
le comme une A∞-alge`bre (1.2.1.4). Le lemme (1.3.3.2) montre qu’il existe un A∞-(iso)morphisme
f : A → K
















montre que G est un isomorphisme. En particulier, Ax est A∞-quasi-isomorphe a` Kx′. Il suffit
donc de montrer que Kx′ est faiblement e´quivalent a` ze´ro. Par construction, les multiplications







i = 0 i ≥ 2.
Ainsi, l’A∞-cate´gorie tordue Kx′ est e´gale a` K et elle est faiblement e´quivalente a` ze´ro. .
Proposition 6.1.3.4 Soit A et B des A∞-cate´gories sur A et B. Soit
(f˙ , f) : A → B
un A∞-foncteur qui induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes, i. e. les mor-
phismes
f1 : A(A,A
′)→ B(f˙A, f˙A′), A,A′ ∈ A,
sont des quasi-isomorphismes. Soit x et x′ des e´le´ments tordant nilpotents de A et B compatibles
a` f. L’A∞-foncteur tordu
(f˙ , fx) : Ax → Bx′
induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.
De´monstration : Notons B′ l’A∞-cate´gorie f˙Bf˙ sur A (voir 5.1.2.4). L’A∞-foncteur f induit
un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes si et seulement si l’A∞-morphisme dans la
cate´gorie des A∞-alge`bres dans C(A,A)
f ′ : A → B′
induit par f est une e´quivalence faible. Supposons donc que f est un A∞-quasi-isomorphisme dans
C(A,A). La de´monstration de l’axiome de factorisation (CM5) a. de la cate´gorie Alg∞ (1.3.3.1)




C // // B,
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ou` A
∏
C est le produit dans Alg∞ de A du coˆne C de l’identite´ du complexe (B,m1) (conside´re´
comme A∞-alge`bre), et i a pour composantes 1A et 0. Il suffit de montrer le re´sultat dans le cas ou`
f est e´gal a` i et dans le cas ou` il est une fibration triviale. Commenc¸ons par la cofibration triviale
i. Munissons A
∏















: Ax → Ax
∏
C.
Il en re´sulte que ix est une e´quivalence faible. Supposons maintenant que f est une fibration triviale.
Un scindage de f1 dans la cate´gorie des complexes nous donne un isomorphisme de complexes
j : A → B ⊕K,
ou` K est un complexe contractile. Soit B
∏
K le produit dans Alg∞ de l’A∞-alge`bre B et du
complexeK conside´re´ comme A∞-alge`bre. La projection canonique p : B
∏
K → B est une fibration
triviale. La remarque (1.3.3.4) applique´e a` l’axiome de rele`vement (CM4) a nous donne un A∞-
isomorphisme
f˜ : A → B
∏
K
tel que f˜1 = j et p ◦ f˜ = f . Munissons B
∏












et l’A∞-morphisme tordu p
x′′ s’identifie a` la projection canonique
Bx′
∏
K → Bx′ .
Comme K est contractile, px
′′
est une e´quivalence faible. L’e´galite´ fx = px
′′
◦ f˜x montre que fx
est une e´quivalence faible. 
6.1.4 Torsion des A-B-bipolydules
Les de´tails sont omis car ils sont similaires aux deux dernie`res sections.
Soit A et B deux ensembles, A et B deux A∞-cate´gories sur A et B et M un A-B-bipolydule.
Soit x et x′ des e´le´ments tordants de A et B.





x ⊙ xMx′ ⊙ Bx′ → xMx′ , i, j ≥ 0,
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⊙l0 ⊙ 1A . . .1A ⊙ x
⊙li ⊙ 1M ⊙ x
′⊙ko ⊙ 1B . . .1B ⊙ x
′⊙kj ),









(j + t)× lt
)
(Les sommes infinies de´finissent bien des morphismes graˆce a` la proprie´te´ de nilpotence tensorielle
de x et x′).
Remarque 6.1.4.2 La diffe´rentielle bx,x′ de la construction bar du Ax-Bx′-bipolydule xMx′ est
la compose´e (






φx ⊙ 1⊙ φx′
)
ou`
b : T cSA⊙ SM ⊙ T cSB → T cSA⊙ SM ⊙ T cSB
est la diffe´rentielle de la construction bar du A-B-bipolydule M .
Remarque 6.1.4.3 Soit f : A → B un A∞-foncteur. Supposons que les e´le´ments tordants x et x′
sont compatibles a` f (voir 6.1.3). Soit
y : B → C∞B











sont donne´es par un A-B-bipolydule M et un Ax-Bx′-bipolydule N. Nous ve´rifions qu’on a
xMx′ = N.
6.2 Le cas topologique
Soit A un ensemble et A une A∞-cate´gorie sur A. Nous traitons ici de la torsion de A par un
morphisme x : e→ A qui n’est pas tensoriellement nilpotent. La somme de gauche dans l’e´quation




applique´e a` IA n’est plus finie mais l’e´galite´ a encore un sens : si A est munie d’une topologie,
nous interpre´tons l’e´quation ci-dessus comme la convergence de la se´rie vers 0. Nous montrons a`
l’aide d’un artifice alge´brique que les formules donnant les structures tordues dans le cas ou` x est
un e´le´ment tordant tensoriellement nilpotent donnent aussi des structures tordues dans le cas ou`
A est topologique et x ve´rifie l’e´quation de Maurer-Cartan.
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6.2.1 De´finitions
La terminologie des objets topologiques
Soit (M,⊗, e) une K-cate´gorie abe´lienne mono¨ıdale. Une topologie sur un objet V ∈ M est une
filtration de´croissante
V0 ⊃ V1 ⊃ V2 ⊃ · · · ⊃ Vi ⊃ · · ·
(voir [Bou61, Chap. III §2 n◦5]). La topologie est se´pare´e si ∩i∈NVi = 0. On dira alors que les
sous-objets Vi, i ≥ 1, sont un syste`me de voisinages de 0. Un objet topologique de M est un objet




Un objet V est complet si V = V̂ . Soit V et V ′ deux objets topologiques. Unmorphisme f : V → V ′
est un morphisme continu. Il est contractant s’il ve´rifie
f(Vi) ⊂ V
′
i , i ≥ 1.
L’e´le´ment neutre e pour le produit tensoriel est muni de la topologie discre`te. Le produit tensoriel
V ⊗ V ′ est topologique pour le syste`me de voisinages(






Vi1 ⊗ Vi2 , i ≥ 0.
La cate´gorie des objets topologiques de M, munie du produit tensoriel topologique et de l’objet
neutre e est une cate´gorie mono¨ıdale. Le produit tensoriel complet V ⊗̂V ′ est la limite
V ⊗̂V ′ = lim
i≥0
(V ⊗ V ′)/(V ⊗ V ′)i.
La cate´gorie des objets complets de M, munie du produit tensoriel complet et de l’objet neutre e
est une cate´gorie mono¨ıdale.
A∞-structures topologiques
Soit C une cate´gorie de base (voir 1.1.1).
De´finition 6.2.1.1 Une A∞-alge`breA dans C est topologique si A est muni d’une topologie se´pare´e
et si les multiplications mi : A
⊗i → A, i ≥ 1, sont des morphismes continus contractants. Soit A et
A′ des A∞-alge`bres topologiques. Un A∞-morphisme topologique f : A→ A
′ est un A∞-morphisme
tel que les morphismes fi, i ≥ 1, sont des morphismes continus contractants. Nous de´finissons de
manie`re similaire les homotopies entre A∞-morphismes.
Soit C′ une cate´gorie de Grothendieck munie d’une action a` droite de la cate´gorie mono¨ıdale C.
Cette action s’e´tend aux cate´gories des objets topologiques de C′ et C.
De´finition 6.2.1.2 Un A-polydule topologique dans C′ est un objet topologique se´pare´ M dans
C′ muni d’une structure de A-polydule dont les multiplications mMi , i ≥ 1, sont des morphismes
continus contractants. On de´finit de manie`re similaire les A∞-morphismes et les homotopies entre
A∞-morphismes.
154 Chapitre 6 : Torsion d’A∞-structures
6.2.2 Ele´ments tordants
De´finition 6.2.2.1 Soit A une A∞-alge`bre topologique. Un morphisme gradue´ x : e→ A de degre´





Remarque 6.2.2.2 Cette somme converge vers une limite bien de´finie car la topologie de A est
se´pare´e, l’image de x est dans A1 et les multiplications mi, i ≥ 1, sont contractantes.
6.2.3 Alge`bres locales
Soit R la cate´gorie des K-alge`bres commutatives locales R de corps re´siduel K et dont l’ide´al
maximal m est nilpotent. Soit R un objet de R. Nous notons E la cate´gorie des modules sur R.
Soit O, O′ et O′′ trois ensembles. Nous notons CR(O,O′) la cate´gorie des foncteurs
O
′op ×O → E
et CR(O′) la cate´gorie CR({∗},O′). Si M et N sont des objets de CR(O,O′) et CR(O′,O′′), nous












⊙Ri →M, i ≥ 1,
ve´rifiant l’e´quation (∗n), n ≥ 1, de la de´finition 1.2.1.1 Les R-A∞-foncteurs sont de´finis comme en
5.1.2.5.
Soit M et M ′ des objets de C(A,A) et i un entier ≥ 1. Soit
ϕ :M⊙i →M ′
un morphisme gradue´. Soit
ϕR : (M ⊗K m)
⊙Ri →M ′ ⊗K m
le morphisme de CR(A,A) de´fini par la composition
ϕ⊗ µ(i) : (M ⊗K m)
⊙Ri ≃ (M⊙i)⊗K (m)
⊗Ri →M ′ ⊗K m.
Remarquons que, comme m est nilpotent, il existe un entier N0 tel que m
N0 = 0. Donc le morphisme
ϕR est nul de`s que i ≥ N0.
Remarque 6.2.3.2 Soit A un objet de C(A,A) et
mi : A
⊙i → A, i ≥ 1,
des morphismes gradue´s de degre´ 2 − i. Nous ve´rifions que les morphismes mi, i ≥ 1, de´finissent
une structure de A∞-cate´gorie sur A si et seulement si, pour tout R ∈ R, les morphismes mRi ,
i ≥ 1, de´finissent une structure de R-A∞-cate´gorie sur A⊗K m.
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Soit A une A∞-cate´gorie et R un objet de R. Nous notons AR la R-A∞-cate´gorie A⊗K m sur
A associe´e a` A.
Soit A et B deux ensembles et A et B deux A∞-cate´gories sur A et B. Nous ve´rifions que des
morphismes gradue´s fi, i ≥ 1, de degre´ 1− i, de´finissent un A∞-foncteur
f : A → B
si et seulement si, pour tout R ∈ R, les morphismes fRi , i ≥ 1, de´finissent un R-A∞-foncteur
fR : AR → BR.
Notons que les morphismes mRi et f
R
i sont nuls de`s que i exce`de le degre´ de nilpotence de l’ide´al
maximal de R.
Construction bar BR
Soit R un objet de R. Le lemme 1.1.2.2 reste valable dans la cate´gorie CR(A,A). En particulier
la construction bar de´finit un foncteur pleinement fide`le
BR : AlgR∞ → Cogc
R,
ou` AlgR∞ et Cogc
R sont les cate´gories Alg∞ et Cogc dans C
R(A,A).
Rappel sur la comple´tion






de la topologie canonique dont la base de voisinages de 0 est⊕
i≥n
V ⊙Ri, n ≥ 1.
La comultiplication est un morphisme continu pour cette topologie. Rappelons que T cV de´signe
la coge`bre co-augmente´e (T cV )+. Nous la munissons des voisinages de´finis de la meˆme manie`re.
Remarque 6.2.3.3 Un morphisme de CR(A,A)
T cV → T cW
(
resp.T cV → T cW
)















a un nombre fini de coefficients non nuls sur chaque ligne. En particulier, un morphisme de coge`bres
f (resp. une (f ′, f ′′)-code´rivation h, ou` f ′ et f ′′ sont des morphismes de coge`bres)
T cV → T cW
est continu si et seulement si les morphismes fi, i ≥ 0, (resp. les morphismes f ′i , f
′′
i et hi, i ≥ 0,)
sont presque tous nuls.
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Chaque morphisme continu ϕ : T cV → T cW de CR(A,A) donne un morphisme
f̂ : T̂ cV → T̂ cW.
La coge`bre tensorielle comple`te co-augmente´e T̂ c+V est la co-augmentation de T̂ cV.
Lemme 6.2.3.4 Soit V un objet de GrCR(A,A) et C une coge`bre gradue´e topologique topologique
dans CR(A,A). Soit f ′ et f ′′ deux morphismes continus de coge`bres
C → T̂ c+V.
Un morphisme continu co-unitaire de coge`bres comple`tes (resp. une (f ′, f ′′)-code´rivation) C →
T̂ c+V est de´termine´ par sa composition avec la projection T̂ c+V → V. 
6.2.4 Torsion des A∞-cate´gories
Torsion de la diffe´rentielle de BAR
Soit A un ensemble. Soit A une A∞-cate´gorie topologique sur A, i. e. une A∞-alge`bre topolo-
gique dans C(A,A). Soit x : e→ A un e´le´ment tordant (topologique) de A.
Soit R un objet de R. Notons N0 l’indice de nilpotence de son ide´al maximal m. Soit AR la
R-A∞-cate´gorie sur A associe´e a` A. Soit T cSAR la R-coge`bre tensorielle re´duite et T̂ c+SAR la
R-coge`bre co-augmente´e associe´e a` sa comple´tion. La diffe´rentielle de la construction bar BRAR
bR : T cSAR → T cSAR
est continue car les morphismes mRi sont nuls pour i ≥ N0. Notons b̂
R la diffe´rentielle de T̂ c+SAR
induite par bR. Soit
xR : eR → AR
le morphisme induit par x et
g : e⊕ T̂ cSAR = T̂ c+SAR+→ SAR.
le morphisme de composantes le morphisme xR et la projection p1 sur SA
R. Soit le morphisme de
A-A-R-bimodules
φRx : T̂
c+AR → T̂ c+AR
dont la composition avec la projection sur (SAR)⊙n vaut
g⊙n ◦∆(n) : T̂ c+SAR → (SAR)⊙n
si n ≥ 1 et 1e sinon. Comme le morphisme φx de la section 6.1.2, le morphisme φRx est un
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−1 ◦ b̂R+◦ φRx .







Notons que le de´faut de nilpotence tensorielle est pallie´ par l’annulation des morphismes bRi pour
i ≥ N0. Comme dans la section 6.1.2, la compose´e DRx ◦ ε est nulle. Soit b
R
x le morphisme donne´













ε // T̂ c+SAR // T̂ cSAR // 0.
C’est une diffe´rentielle de la coge`bre T̂ cSAR.
Lemme 6.2.4.1 La sous-coge`bre T cSAR de T̂ cSAR est stable par la diffe´rentielle bRx . La compose´e
pR1 ◦ b
R
x restreinte a` (SA




⊙l0 ⊙ 1SAR ⊙ (sx)
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1SAR ⊙ (sx)
⊙li−1 ⊙ 1SAR ⊙ (sx)
⊙li),
ou` l0 + . . .+ li = l.
De´monstration : Identique a` celle du lemme 6.1.2.1 
A∞-cate´gorie tordue par x
Soit A un ensemble, A une A∞-cate´gorie topologique sur A et x : e → A un e´le´ment tordant.
Soit les morphismes
mxi : A
⊙i → A, i ≥ 1,




⊙l0 ⊙ 1A ⊙ x
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1A ⊙ x
⊙li−1 ⊙ 1A ⊙ x
⊙li),
ou` l’exposant du signe est s =
∑
1≤t≤i t × lt. Remarquons que ces sommes convergent vers des
limites bien de´finies car A est topologiquement se´pare´, l’image de x est dans le voisinage A1 et les
compositions mi, i ≥ 1, sont des morphismes continus contractants.
Lemme 6.2.4.2 Les morphismes mxi , i ≥ 1, de´finissent une structure d’A∞-cate´gorie sur le A-A-
bimodule sous-jacent a` A.
De´monstration : Le lemme sera valide si, pour tout objet R ∈ R, les morphismes (mxi )
R,
i ≥ 1, de´finissent une structure de R-A∞-cate´gories sur le R-A-A-bimodule sous-jacent a` AR.
Soit R un objet de R. Nous ve´rifions que le morphisme bRx du lemme 6.2.4.1 est la code´rivation
T c(SAR)→ T c(SAR)
construite a` partir des (mxi )
R, i ≥ 1. Comme elle est une diffe´rentielle nous avons le re´sultat. 
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x → Ax, i ≥ 1,
de´finies ci-dessus.
6.2.5 Torsion des A∞-foncteurs
Soit A et B deux ensembles, A et B deux A∞-cate´gories topologiques sur A et B et x et x′ des




Remarquons que la somme de gauche converge vers une limite bien de´finie car B′ est topologique-
ment se´pare´, l’image de x est dans le voisinageA1 et car les morphismes fi, i ≥ 1, sont contractants.
L’e´galite´ ci-dessus exprime la compatibilite´ de x et x′ a` f (voir 6.1.3). Reprenons les notations B′,
B′x′ de la section 6.1.3. Soit les morphismes
fxi : A
⊙i → B′, i ≥ 1,




⊙l0 ⊙ 1A ⊙ x
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1A ⊙ x
⊙li−1 ⊙ 1A ⊙ x
⊙li),
ou` l’exposant du signe est s =
∑
1≤t≤i t× lt.
Lemme 6.2.5.1 Les morphismes fxi i ≥ 1, de´finissent un A∞-foncteur
(f˙ , fx) : Ax → Bx′ .











Soit R ∈ R. Graˆce a` la compatibilite´ de x et x′ a` f , le morphisme diffe´rentiel gradue´ de coge`bres
comple`tes co-unitaires
GR = (φRx′)





est co-augmente´. Il induit donc un morphisme diffe´rentiel gradue´











Soit i ≥ 1. Nous montrons de manie`re similaire a` la de´monstration du lemme 6.2.4.1 que la
restriction de Fx au sous-objet (SARx )




⊙l0 ⊙ sa1 ⊙ (sx)
⊙l1 ⊙ . . .⊙ sai−1 ⊙ (sx)
⊙li−1 ⊙ sai ⊙ (sx)
⊙li),
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ou` l0 + . . .+ li = l. Cette somme est finie car les morphismes F
R
i sont nuls si i exce`de le degre´ de








qui est diffe´rentiel gradue´. Nous avons donc le re´sultat. 
De´finition 6.2.5.2 L’A∞-foncteur tordu
(f˙ , fx) : Ax → Bx′
est donne´ par les morphismes fxi , i ≥ 1, de´finis ci-dessus.
La proposition (6.1.3.4) reste clairement valide dans le cas topologique.
6.2.6 Torsion des A-B-bipolydules
Les de´tails sont omis car ils sont similaires aux deux dernie`res sections.
Soit A et B deux ensembles, A et B deux A∞-cate´gories topologiques sur A et B et M un
A-B-bipolydules topologiques. Soit x et x′ des e´le´ments tordants de A et B.





x ⊙ xMx′ ⊙ Bx′ → xMx′ , i, j ≥ 0,




⊙l0 ⊙ 1A . . .1A ⊙ x
⊙li ⊙ 1M ⊙ x
′⊙ko ⊙ 1B . . .1B ⊙ x
′⊙kj ),









(j + t)× lt
)
160 Chapitre 6 : Torsion d’A∞-structures
Chapitre 7
L’A∞-foncteur de Yoneda et les
objets tordus
Introduction
Soit A un ensemble et A une A∞-cate´gorie strictement unitaire sur A. Notons Gr(H∗A) la cate´gorie
des H∗A-modules gradue´s dont les morphismes sont les morphismes gradue´s. Dans cette section,
nous relevons le foncteur de Yoneda
H∗A → Gr(H∗A), A 7→ (H∗A)( , A),
en un A∞-foncteur
y : A → C∞A, A 7→ A( , A).







ou` twA est l’A∞-cate´gorie des objets tordus, y′ est un A∞-foncteur strict et pleinement fide`le et
y′′ induit une e´quivalence
H0twA
∼
−→ triaA ⊂ D∞A.
La contruction des objets tordus dans le cas ou` A est diffe´rentielle gradue´e est due a` A. I. Bon-
dal et M. M. Kapranov [BK91], sa ge´ne´ralisation aux A∞-cate´gories a` M. Kontsevich [Kon95].
Re´cemment, K. Fukaya a construit inde´pendamment l’A∞-foncteur de Yoneda [Fuk01b].
Plan du chapitre
Dans la section 7.1, nous de´finissons l’A∞-foncteur de Yoneda et nous e´nonc¸ons le the´ore`me princi-
pal (7.1.0.4). Le reste du chapitre (sauf la section 7.5) est de´die´ a` la de´monstration de ce the´ore`me.
Dans la section 7.2, nous construisons l’A∞-cate´gorie twA des objets tordus. Les compositions de
l’A∞-cate´gorie twA sont obtenues par torsion (voir chapitre 6). Nous montrons ensuite que l’A∞-
cate´gorie twA jouit d’une proprie´te´ universelle. Nous en de´duirons l’existence de la factorisation
y′′ ◦ y′ de y. Dans la section 7.3, nous construisons explicitement l’A∞-foncteur y′′. Dans la sec-
tion 7.4, nous montrons que l’A∞-foncteur de Yoneda y induit des quasi-isomorphismes entre les
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espaces de morphismes et nous en de´duisons l’e´quivalence
H0twA ≃ triaA ⊂ D∞A.
Dans la section 7.5, nous montrons que toute A∞-cate´gorie homologiquement unitaire A admet
un mode`le diffe´rentiel gradue´ strictement unitaire, c’est-a`-dire un A∞-quasi-isomorphisme homo-
logiquement unitaire f : A → A′ vers une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e strictement unitaire.
Dans la section 7.6, nous montrons que toute cate´gorie triangule´e alge´brique qui est engendre´e
par un ensemble d’objets est A∞-pre´-triangule´e, i. e. elle est e´quivalente a` H
0twA, pour une
certaine A∞-cate´gorie A.
7.1 Le plongement de Yoneda
Comme A est une A∞-cate´gorie, le A-A-bimodule A, muni des morphismes mi,j = m
A
i+1+j ,
i, j ≥ 0, est un A-A-bipolydule. Par la remarque 5.3.0.5, nous avons un A∞-foncteur
y : A → C∞A,
dont l’application sous-jacente
y˙ : A → C∞A
envoie un objet A ∈ A sur le A-polydule
A∧= A( , A).








envoie un e´le´ment x ∈ (A⊙i)(A,A′) sur la suite de morphismes de A-modules gradue´s
A( , A)⊙A⊙j−1 → A( , A′), j ≥ 1.
x′ ⊙ x′′ 7→ (−1)|x|+1mi+1+j(x′ ⊙ x⊙ x′′)
De´finition 7.1.0.1 L”A∞-foncteur de Yoneda est l’A∞-foncteur y : A → C∞A.
De´finition 7.1.0.2 Un A∞-foncteur strict f est pleinement fide`le si
f1 : A → f˙Bf˙
est un isomorphisme de complexes.
De´finition 7.1.0.3 Soit T une cate´gorie triangule´e et T′ un sous-ensemble de l’ensemble T des
objets de T . Notons tria T′ la plus petite sous-cate´gorie triangule´e de T qui contient les objets de
T′. Elle est stable par sommes finies. Soit A une A∞-cate´gorie strictement unitaire et D∞A sa
cate´gorie de´rive´e (voir 4.1.2). Notons triaA la plus petite sous-cate´gorie triangule´e de D∞A qui
contient tous les A-polydules A∧, A ∈ ObjA.
Dans ce chapitre, nous allons montrer l’e´nonce´ de M. Kontsevich [Kon95], [Kon98] suivant :
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The´ore`me 7.1.0.4 (voir aussi K. Fukaya [Fuk01b]) Soit une A∞-cate´gorie A avec des iden-






telle que l’A∞-foncteur y
′ est strict et pleinement fide`le et l’A∞-foncteur y
′′ induit une e´quivalence
H0twA ≃ triaA ⊂ D∞A.
De´monstration : Voir les trois sections suivantes.
7.2 L’A∞-cate´gorie des objets tordus
Soit Λ une alge`bre associative unitaire (non gradue´e). Nous notons Cb(freeΛ) la sous-cate´gorie
de CΛ forme´e des complexes borne´s de Λ-modules libres de rang fini. L’image Db(freeΛ) de la
cate´gorie Cb(freeΛ) par le foncteur
CΛ→ DΛ
est e´quivalente a` la cate´gorie triaΛ. Les objets de Cb(freeΛ) sont fibrants et cofibrants dans la
cate´gorie des complexes CΛ. Si M et M ′ sont des objets de Db(freeΛ), les morphismes M → M ′
dans triaΛ sont donc en bijection avec les classes d’homotopie de morphismes M →M ′ de ModΛ.
Cette description des morphismes permet de faire des calculs dans triaΛ. Le but de cette section
est de ge´ne´raliser la construction
Λ Cb(freeΛ)
aux A∞-cate´gories. Soit A une A∞-cate´gorie. Le roˆle de la cate´gorie Cb(freeΛ) sera joue´ par l’A∞-




−→ triaA ⊂ D∞A.
La construction A twA est la ge´ne´ralisation aux A∞-cate´gories [Kon95] de la construction due
a` A. I. Bondal et M. M. Kapranov [BK91] qui associe a` une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e la
cate´gorie de ses objets tordus (voir 7.2.0.4).
Pour rendre la construction qui suit plus intuitive, commenc¸ons par re´interpre´ter les objets de
Cb(freeΛ). Un complexe borne´ M de Λ-modules libres de rang fini est donne´ par ses composantes
(Mr,Mr+1, . . . ,Ml−1,Ml), r ≤ l, r, l ∈ Z,
ou` chaque Mi, r ≤ i ≤ l, est la suspension ite´re´e d’un Λ-module libre de rang fini, et par un








dont la matrice est strictement triangulaire infe´rieure et telle que δ ◦ δ = 0.
Supposons maintenant que Λ est une alge`bre diffe´rentielle gradue´e. Les extensions ite´re´es dans
la cate´gorie des complexes munie de la structure exacte donne´e par les suites de complexes qui se
scindent en tant que suites de Λ-modules gradue´s sont de´crites de la manie`re suivante. Soit Mi,
r ≤ i ≤ l, des objets de ModΛ qui sont des sommes finies de suspensions ite´re´es de Λ. Notons d
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la diffe´rentielle de la somme des Mi, r ≤ i ≤ l. Une extension ite´re´e des objets Mi, r ≤ i ≤ l, est
donne´e par une matrice de la meˆme forme que ci-dessus qui ve´rifie l’e´quation de Maurer-Cartan
d ◦ δ + δ ◦ d+ δ2 = 0.
La diffe´rentielle de l’extension ite´re´e M =
⊕
r≤j≤lMj est la somme d+ δ.
Saturation par de´calages de A
Soit ZA l’A∞-cate´gorie dont les objets sont des couples (A, n), ou` A est un objet de A et n un
entier. Les espaces de morphismes sont de´finis par
ZA((A, n), (B,m)) = Sm−nA(A,B).
Les compositions mZAi , i ≥ 1,
ZA((Ai−1, ni−1), (Ai, ni))⊗ . . .⊗ ZA((A0, n0), (A1, n1))
mZAi





(sni−ni−1)−1 ⊙ . . .⊙ (sn1−n0)−1
)
(un calcul montre que ces compositions de´finissent bien une A∞-cate´gorie).
Saturation par extensions de ZA
De´finition 7.2.0.1 Une extension ite´re´e M d’objets de ZA est une suite
(Mr,Mr+1, . . . ,Ml−1,Ml), r ≤ l, r, l ∈ Z,















Ici, le produit tensoriel ⊙ est l’extension du produit tensoriel de C(A,A) aux espaces de matrices
a` coefficients dans ZA. L’entier l − n+ 1 s’appelle la hauteur de l’extension. Une extension ite´re´e
M est de´ge´ne´re´e ou scinde´e si δM = 0. Les extensions ite´re´es de´ge´ne´re´es peuvent eˆtre conside´re´es
comme les sommes formelles d’objets de ZA. Nous notons E l’ensemble des extensions ite´re´es de
ZA.
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De´finition 7.2.0.2 Soit M et M ′ deux extensions ite´re´es de ZA. Notons MatZA(M,M ′) l’espace








Les compositions mZAi , i ≥ 1, de ZA s’e´tendent clairement en des compositions de matrices a`
coefficients dans ZA. Notons EA l’A∞-cate´gorie dont les objets sont les extensions ite´re´es d’objets
de ZA et dont les espaces de morphismes sont
HomEA(M,M
′) = MatZA(M,M ′).
Nous avons clairement une suite d’inclusions de A∞-cate´gories
A ⊂ ZA ⊂ EA.
L’e´le´ment tordant nilpotent de l’A∞-cate´gorie EA
Nous rappelons (5.1.1) que IM est le ge´ne´rateur de l’espace eE(M,M). Soit
x : eE → EA
le morphisme de E-E-bimodules qui envoie IM , M ∈ E, sur
δM ∈ MatZA(M,M).
Le morphisme x est de degre´ +1. Il ve´rifie la condition de nilpotence tensorielle (6.1.1.2) car les ma-
trices δM sont strictement triangulaires infe´rieures. Comme les morphismes δM , M ∈ E, ve´rifient
l’e´quation de Maurer-Cartan, le morphisme x est un e´le´ment tordant tensoriellement nilpotent.
La cate´gorie twA
De´finition 7.2.0.3 Un objet tordu est une extension ite´re´e d’objets de ZA. Notons TWA l’en-






(voir 6.1.2), ou` x est l’e´le´ment tordant ci-dessus.
Si M et M ′ sont des objets tordus, l’espace de morphismes M →M ′ est donc
HomtwA(M,M
′) = MatZA(M,M ′).
Remarquons que sur la sous-A∞-cate´gorie forme´e des extensions de´ge´ne´re´es, les compositions tor-
dues mExi = m
twA
i , i ≥ 1, sont e´gales aux compositionsm
E
i , i ≥ 1. Soit E1 l’ensemble des extensions
(force´ment de´ge´ne´re´e) de hauteur 1 et soit
y˙′ : A → E1,
l’application qui envoie A sur l’extension de´ge´ne´re´e de hauteur 1 dont la suite sous-jacente est le
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qui donne clairement un A∞-foncteur strict et pleinement fide`le
y′ : A → twA.
La proprie´te´ universelle de twA
Nous nous inspirons de l’article [BK91].
Soit f : A → B un A∞-foncteur. Il induit clairement un A∞-foncteur
f : EA → EB
tel que les e´le´ments tordants xA et xB des A∞-cate´gories EA et EB sont compatibles a` f (voir
6.1.3). Nous obtenons donc un A∞-foncteur tordu (voir 6.1.3)
twf : twA → twB.
La construction qui associe a` une A∞-cate´gorieA la cate´gorie des objets tordus twA est un foncteur
tw : cat∞ → cat∞,
ou` cat∞ est la cate´gorie des petites A∞-cate´gories. Nous allons construire un morphisme de fonc-
teurs
Tot : tw ◦ tw → tw.
Soit A une petite A∞-cate´gorie. L’A∞-foncteur strict Tot(A) associe a` un objet N de tw ◦ twA,
donne´ par une suite d’objets de twA
(Nr, . . . , Nl), r ≤ l, r, l ∈ Z,
et une matrice δN a` coefficients dans ZtwA, l’objet tordu de A dont la suite sous-jacente est la
concate´nation des suites de´finissant les Ni, r ≤ i ≤ l, et dont la matrice
δTot : Tot(N) =
⊕
(Nj)k → Tot(N) =
⊕
(Ni)l
est construite a` partir de la matrice δN en remplac¸ant les coefficients δNi,j par les blocs donne´s par
les matrices δNi . Nous ve´rifions que les morphismes de foncteurs de cat∞
η = y′ : 1cat∞ → tw et Tot : tw ◦ tw → tw
de´finissent une monade de la cate´gorie des A∞-cate´gories au sens de Quillen et Mac Lane [May72].
On rappelle qu’une tw-alge`bre G est une A∞-cate´gorie munie d’un A∞-foncteur
twG → G
compatible a` la structure de monade. La cate´gorie twA est clairement la tw-alge`bre libre sur A.
En particulier, l’A∞-foncteur y
′ : A → twA est universel parmi les A∞-foncteurs
A → G
ou` G est une alge`bre sur la monade.
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Remarque 7.2.0.4 Si G est une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e, twG est une cate´gorie diffe´rentielle
gradue´e. La construction G  twG correspond a` la construction de A. I. Bondal et M. M. Kapranov
qui associe a` G la cate´gorie Pr-Tr+G des objets tordus unilate´raux [BK91, §4].
Existence de l’A∞-foncteur y
′′
Soit A une petite A∞-cate´gorie. Soit
twC∞A → C∞A
l’A∞-foncteur strict qui associe a` une extension ite´re´e M la somme des Mi, r ≤ i ≤ l, munie de
la diffe´rentielle d+ δM , ou` d est la diffe´rentielle de la somme des Mi. Cet A∞-foncteur de´finit une
structure de tw-alge`bre sur C∞A. En particulier, l’A∞-foncteur
y : A → C∞A
se factorise en y = y′′ ◦ y′, ou` y′′ est l’A∞-foncteur
twA → C∞A
donne´ par la proprie´te´ universelle de twA.
7.3 L’A∞-foncteur y
′′ : twA → C∞A
Dans cette section, nous construisons explicitement l’A∞-foncteur
y′′ : twA → C∞A.
Par la remarque 5.3.0.6, les A∞-foncteurs
twA → C∞A
sont en bijection avec les twA-A-bipolydules strictement unitaires. Le twA-A-bipolyduleN ′′ associe´
a` y′′ est construit en tordant (voir la section 6.1.4) un E-A-bipolydule N . L’A∞-foncteur
f : E → C∞A
associe´ a` N est l’extension de l’A∞-foncteur de Yoneda y : A → C∞A. Nous donnons les formules
explicites pour les A∞-foncteurs f et y
′′.
Construction de f : E → C∞A
Nous rappelons (7.2.0.2) que nous avons une suite d’inclusions de A∞-cate´gories
A ⊂ ZA ⊂ E
et que y : A → C∞A de´signe l’A∞-foncteur de Yoneda (7.1.0.1). Ce dernier s’e´tend en un A∞-
foncteur
ZA → C∞A, (A, n) 7→ S
n(y˙A) = SnA∧
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qui envoie un e´le´ment
x ∈ ZA((Ai−1 , ni−1), (Ai, ni))⊗ . . .⊗ ZA((A0, n0), (A1, n1))








sni−no ◦ yi ◦
(
(sni−ni−1)−1 ⊙ . . .⊙ (sn1−n0)−1
)
(x).
Nous notons aussi y cet A∞-foncteur. Nous l’e´tendons maintenant en un A∞-foncteur
E → C∞A.
Nous de´finissons une application
f˙ : E → Obj C∞A
qui envoie une extension ite´re´e M , donne´e par une suite Mi, r ≤ i ≤ l, et une matrice δM , sur le
A-module qui est la somme ∑
r≤i≤l
y˙Mi.
Sa structure de A-polydule est induite par celle de la remarque 5.1.2.9. Notons que la matrice δM
n’intervient pas dans la de´finition de l’image deM. Les morphismes yi : (ZA)⊙i → C∞A s’e´tendent




Ceci nous fournit un A∞-foncteur que nous notons f : E → C∞A et nous avons clairement la
factorisation y = f ◦ y′. Par la remarque 5.3.0.6, l’A∞-foncteur f est donne´ par un E-A-bipolydule





ou` Mi = (Ai, ni), r ≤ i ≤ l. Notons
mNi,j : E
⊙i ⊙N ⊙A⊙j → N, i, j ≥ 0.
les multiplications du E-A-bipolydule N . Elles sont clairement induites par l’extension a` ZA, puis




⊙i ⊙A⊙A⊙j → A, i, j ≥ 0.
L’A∞-foncteur y
′′ : twA → C∞A
Nous rappelons (7.2.0.2) que x de´signe l’e´le´ment tordant (nilpotent) de E . Par la section 6.1.4,
nous pouvons tordre N en un Ex-A-polydule xN = N ′′. Comme l’A∞-cate´gorie twA est par
de´finition l’A∞-cate´gorie tordue Ex, nous obtenons ainsi un twA-A-bipolydule N ′′ et par la re-
marque (5.3.0.6), un A∞-foncteur
y′′ : twA → C∞A.
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Comme TWA = E, il est isomorphe en tant que E-A-bimodule a` N. En tant que Ex-A-bipolydule,
ses multiplications mN
′′




⊙l0 ⊙ 1E ⊙ x
⊙l1 ⊙ . . .⊙ 1E ⊙ x
⊙li ⊙ 1N ⊙ 1A . . .⊙ 1A),
ou` 1E de´signe l’identite´ de l’espace des matrices Mat





De´taillons maintenant l’application sous-jacente a` l’A∞-foncteur y
′′
y˙′′ : twA → C∞A.
Elle envoie une extension ite´re´e M , donne´e par une suite Mi, r ≤ i ≤ l, et une matrice δM , sur le







j , j ≥ 1, de´finissant sa structure de A-polydule sont les morphismes
mN
′′
0,j−1, j ≥ 1, c’est-a`-dire la somme∑
l≥0
mNl,j−1(x












Remarquons que meˆme si y˙′′M et f˙M sont isomorphes en tant que A-modules, ils diffe`rent en
tant que A-polydules. Le A-polydule y˙′′M doit eˆtre conside´re´ comme la torsion de fM par y(δM ).
Regardons maintenant les morphismes y′′i , i ≥ 1, de l’A∞-foncteur y
′′. Ils sont de´finis (5.3.0.3) par
la relation
(y′′i )j = m
N ′′
i,j−1.
En d’autre termes, le morphisme y′′i , i ≥ 1, envoie un e´le´ment de
twA(Mi−1,Mi)⊗ . . .⊗ twA(M0,M1)
sur le morphisme de A-polydules ϕ : (y˙′′M0) → (y˙′′Mi) donne´ par la suite des morphismes ϕj :





[y(δMi)]⊙l0 ⊙ 1twA . . .⊙ 1twA ⊙ [y(δ





ou` 1twA de´signe l’identite´ de l’espace des matrices Mat





Remarquons que l’unitarite´ stricte de A n’est pas intervenue dans la de´monstration de la
factorisation du the´ore`me 7.1.0.4. Elle joue un roˆle essentiel dans la prochaine section.
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7.4 L’e´quivalence entre les cate´gories triaA et H0twA
Nous rappelons (5.2.0.2) que les cate´gories H0C∞A et D∞A sont e´quivalentes. Nous montrons
ci-dessous que l’A∞-foncteur y
′′ : twA → C∞A induit un foncteur pleinement fide`le
H0twA → D∞A.
dont l’image est la cate´gorie triaA.
Il s’agit de montrer que le foncteur H0y′′ est pleinement fide`le. Nous devons donc montrer que,






Une extension M , donne´e par une suite
(Mr, . . . ,Mi, . . . ,Ml), r ≤ i ≤ l,
et une matrice δM , est clairement filtre´e dans la cate´gorie des objets tordus twA par
Fk = (Mr+k, . . . ,Ml), 0 ≤ k ≤ l − r,
(Le morphisme δM : M → M est compatible a` cette filtration). Les objets gradue´s de cette
filtration sont des extensions tordues de´ge´ne´re´es, i. e. des sommes formelles finies de ZA conside´re´e




ou` M et M ′ sont des objets de ZA conside´re´s comme objets de twA. Nous devons donc montrer
le lemme suivant



















Nous avons les e´galite´s










est un quasi-isomorphisme. 
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7.5 Mode`le diffe´rentiel gradue´
Dans cette section, la cate´gorie de base C est e´gale a` C(A,A).
De´finition 7.5.0.1 Soit A une A∞-alge`bre dans C. Un mode`le differentiel gradue´ de A est une
alge`bre diffe´rentielle gradue´e A′ munie d’un A∞-quasi-isomorphisme
A → A′.
Proposition 7.5.0.2 Toute A∞-alge`bre strictement unitaire A admet un mode`le diffe´rentiel gradue´
unitaire tel que l’A∞-morphisme
A → A′
est strictement unitaire.
Remarquons que dans le cas ou` A est une A∞-alge`bre augmente´e, son alge`bre enveloppante
UA (2.3.4.3) est un mode`le diffe´rentiel gradue´ unitaire de A qui est augmente´.
De´monstration : Nous de´finissons A′ comme le A-A-bimodule
(A0, A1) 7→ HomC∞A(A0
∧, A1
∧).
La structure diffe´rentielle gradue´e est celle induite par la composition et la diffe´rentielle de la
cate´gorie diffe´rentielle gradue´e C∞A. Graˆce au the´ore`me (7.1.0.4), l’A∞-foncteur de Yoneda nous
donne un A∞-quasi-isomorphisme d’A∞-alge`bres dans C(A,A)
A → A′
qui est strictement unitaire. 
Corollaire 7.5.0.3 Toute A∞-alge`bre homologiquement unitaire A admet un mode`le diffe´rentiel
gradue´ unitaire tel que l’A∞-morphisme
f : A → A′
est unitaire, i. e. f ◦ η = η.
De´monstration : Soit A une A∞-alge`bre homologiquement unitaire. Nous rappelons (3.2.1.2)
qu’on peut munirH∗A d’une structure d’A∞-alge`bre strictement unitaire. Comme l’A∞-morphisme
A → H∗A
est unitaire et il est A∞-quasi-isomorphisme, nous avons le re´sultat. 
7.6 Cate´gories stables
Dans cette section, nous montrons que toute cate´gorie triangule´e alge´brique qui est engendre´e
par un ensemble d’objets est A∞-pre´-triangule´e, i. e. elle est e´quivalente a` H
0twA, pour une
certaine A∞-cate´gorie A.
De´finition 7.6.0.1 Une K-cate´gorie triangule´e est alge´brique si elle est e´quivalente a` la cate´gorie
stable d’une K-cate´gorie de Frobenius (voir 2.2.3).
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De´finition 7.6.0.2 Soit T une cate´gorie triangule´e aux sommes infinies. Un objet X ∈ T est
compact si le foncteur HomT (X, ) commute aux sommes infinies.
De´finition 7.6.0.3 Soit T une cate´gorie triangule´e et A un sous-ensemble de l’ensemble T des
objets de T . Nous notons tria A la plus petite sous-cate´gorie triangule´e strictement pleine de T
qui contient la sous-cate´gorie pleine forme´e des objets de A. Elle est stable par sommes finies. Les
objets de A engendrent T en tant que cate´gorie triangule´e si T = tria A. Si T admet des sommes
infinies, nous notons Tria A plus petite sous-cate´gorie triangule´e stables par sommes infinies de T
qui contient la sous-cate´gorie pleine forme´e des objets de A. Les objets de A engendrent T en tant
que cate´gorie triangule´e aux sommes infinies si T = TriaA.
The´ore`me 7.6.0.4 Soit T une K-cate´gorie triangule´e alge´brique aux sommes infinies qui est en-
gendre´e, en tant que cate´gorie triangule´e aux sommes infinies, par un ensemble A d’objets compacts.
Il existe une A∞-cate´gorie A strictement unitaire et minimale sur A et une e´quivalence triangule´e
D∞A → T , A
∧ 7→ A.
De´monstration : Par de´finition des cate´gories triangule´es alge´briques, T est la cate´gorie stable
E d’une cate´gorie de Frobenius E . Nous rappelons [Kel94a, 4.3] qu’il existe une cate´gorie diffe´rentielle
gradue´e unitaire A′ sur A et une e´quivalence triangule´e
DA′ → E , A∧ 7→ A.
Nous rappelons que DA′ est engendre´e par les A-modules libres A′( , A), A ∈ A. Choisissons
un mode`le minimal A de A′ qui est strictement unitaire (3.2.4.1). Nous de´duisons du the´ore`me
(4.1.2.4) que la restriction le long de A′ → A induit une e´quivalence de cate´gories
D∞A → DA
′.
Comme, pour tout A ∈ A, le A′-polydule restreint A∧ = A( , A) est A∞-quasi-isomorphe a`
A′( , A), nous avons une e´quivalence
D∞A → E , A
∧ 7→ A.

Remarque 7.6.0.5 Par construction de la cate´gorie A′ dans [Kel94a, 4.3], le A-A-bimodule sous-
jacent a` A est donne´ par




nA′), A,A′ ∈ A,
et mA2 par la composition de T .
The´ore`me 7.6.0.6 Soit T une K-cate´gorie triangule´e alge´brique qui est engendre´e par un en-
semble d’objets A. Il existe une A∞-cate´gorie A strictement unitaire et minimale sur A et une
e´quivalence triangule´e
triaA → T , A∧ 7→ A,
ou` triaA est la sous-cate´gorie de D∞A engendre´e par les objets libres A
∧, A ∈ A.
7.6 : Cate´gories stables 173
De´monstration : Par de´finition des cate´gories triangule´es alge´briques, T est la cate´gorie stable
E d’une cate´gorie de Frobenius E . La construction de [Kel94a, 4.3] nous donne une cate´gorie
diffe´rentielle gradue´e unitaire A′ sur A telle que nous avons une e´quivalence triangule´e
triaA′ → E , A∧ 7→ A,
ou` triaA′ est la sous-cate´gorie de DA′ engendre´e par les A-modules libres A′( , A), A ∈ A.





car le A-polydule A∧= A( , A), A ∈ A est A∞-quasi-isomorphe a` la restriction de A′( , A). Nous
en de´duisons qu’on a une e´quivalence (triangule´e)
triaA → E , A∧ 7→ A.

Corollaire 7.6.0.7 Soit T une K-cate´gorie triangule´e alge´brique telle que dans le the´ore`me (7.6.0.6).
Il existe une A∞-cate´gorie A strictement unitaire et minimale sur A et une e´quivalence triangule´e
H0(twA)→ T , A 7→ A.
De´monstration : Imme´diat par les the´ore`mes (7.1.0.4) et (7.6.0.6). 




Le but de ce chapitre est de construire l’analogue A∞ de la 2-cate´gorie cat des petites cate´gories.
Nous construisons une 2-cate´gorie cat∞ dont les objets sont les A∞-cate´gories strictement unitaires.
La cate´gorie des espaces de morphismes
cat∞(A,B), A,B ∈ Obj cat∞,
sera de´finie comme l’homologie H0Func∞(A,B) d’une A∞-cate´gorie dont les objets sont les A∞-
foncteurs strictement unitaires.
La cate´gorie Func∞(A,B) a e´te´ construite inde´pendamment par K. Fukaya [Fuk01b], V. Lyuba-
shenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS02a], [KS02b]. Les compositions de Func∞(A,B)
de V. Lyubashenko, bien qu’obtenues par une me´thode diffe´rente, sont les meˆmes que les noˆtres.
Plan du chapitre
Soit A et B deux petites A∞-cate´gories (non ne´cessairement unitaires). Dans la section 8.1.1,
nous construisons une A∞-cate´gorieNunc∞(A,B) dont les objets sont les A∞-foncteursA → B. Les
compositions de Nunc∞(A,B) seront construites par un processus de torsion (voir le chapitre 6).
Dans la section 8.1.2, nous montrons que Nunc∞(A,B) est fonctoriel en A et B et nous de´finissons
la cate´gorie nat∞ dont les objets sont les A∞-cate´gories. Dans la section 8.1.3, nous montrons que
toutes les constructions des deux sections pre´ce´dentes sont compatibles aux A∞-structures stric-
tement unitaires (A∞-cate´gories, A∞-foncteurs...) et nous de´finissons la 2-cate´gorie cat∞ comme
une sous-cate´gorie non pleine de nat∞.
Dans la section (8.2), nous construisons un A∞-foncteur
z : Func∞(A,B)→ C∞(A,B), A,B ∈ cat∞,
ou` C∞(A,B) est la cate´gorie diffe´rentielle gradue´e desA-B-bipolydules strictement unitaires (8.2.1).
Ce foncteur ge´ne´ralise l’A∞-foncteur de Yoneda construit en (7.1.0.1). Nous montrerons que’il in-
duit des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. Dans la section 8.2.2, nous de´finissons
les e´quivalences faibles d’A∞-foncteurs strictement unitaires (elles sont l’analogue A∞-cate´gorique
des homotopies entre A∞-morphismes) et nous les caracte´riserons a` l’aide de leurs images par
l’A∞-foncteur z.
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8.1 L’A∞-cate´gorie des A∞-foncteurs
8.1.1 L’A∞-cate´gorie Nunc∞(A,B)
Soit A et B deux ensembles et A et B des A∞-cate´gories sur A et B. Nous construisons dans
cette section, l’A∞-cate´gorie Nunc∞(A,B) des A∞-foncteurs non ne´cessairement strictement uni-
taires. La lettre N remplace la lettre F dans Func∞ et se rapporte au N de “Non unitaires”.
Soit f1 et f2 deux A∞-foncteurs A → B. Nous rappelons que f˙2Bf˙1 est le A-A-bimodule
(A′, A) 7→ B(f˙1A
′, f˙2A).
De´finition 8.1.1.1 Nous posons





Nous obtenons ainsi un objet gradue´ dans la cate´gorie de base VectK.
Remarque 8.1.1.2 Soit H un e´le´ment de degre´ r de HomNunc∞(f1, f2). Pour tout entier i ≥ 0,






Nous de´finissons les morphismes
hi : A
⊙i → f˙2Bf˙1 , i ≥ 0,
par les relations
Hi ◦ (ω
⊙i)−1 = (−1)rhi, i ≥ 0.
Les applicationsHi 7→ hi, i ≥ 0, sont clairement des bijections. Le morphismeH est donc de´termine´
par des morphismes gradue´s
hi : A(Ai−1, Ai)⊗ . . .⊗A(A0, A1)→ B(f˙1A0, f˙2Ai), i ≥ 0.
de degre´ r− i, pour toute suite (A0, . . . , Ai) d’objets de A. En particulier, si i = 0, nous avons un
morphisme
h0 : eA → f˙2Bf˙1 , IA 7→ h0(IA).
Nous noterons souvent hA ∈ HomB(f˙1A, f˙2A) l’e´le´ment h0(IA).
Remarque 8.1.1.3 Soit f : A → B un A∞-foncteur. Posons hi = fi si i ≥ 1 et h0 = 0. Ceci nous

















dont nous de´duisons les e´galite´s Hi = ω ◦ Fi, ou` F est la construction bar co-augmente´e de f .
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Compositions na¨ıves de morphismes d’A∞-foncteurs
Nous construisons dans ce paragraphe une A∞-cate´gorie F(A,B) = F dont les objets sont les
A∞-foncteurs A → B et dont les espaces gradue´s de morphismes sont les





Nous montrons que F est munie d’une topologie pour laquelle elle est une A∞-cate´gorie topolo-
gique. Nous construisons ensuite un e´le´ment tordant topologique de F (voir 6.2).
Au lieu de construire les compositions mFi , i ≥ 1, nous allons construire des morphismes (voir
les bijections mi ↔ bi dans la section 1.2.2)
bFi : SF
⊙i → SF , i ≥ 1,


















est la diffe´rentielle de l’espaces de morphismes gradue´s entre complexes : elle est de´finie par
ϕ 7→ bB1 ◦ ϕ− (−1)
|ϕ|ϕ ◦ bB
+A,
ou` ϕ est de degre´ |ϕ|. Soit i ≥ 2 et (f0, . . . , fi) une suite d’A∞-foncteurs A → B. Le morphisme
bFi envoie un e´le´ment













−→ S f˙iBf˙i−1 ⊙ . . .⊙ S f˙1Bf˙0
bBi−→ S f˙iBf˙0 .
Lemme 8.1.1.4 Les morphismes mFi , i ≥ 1, de´finissent une structure de A∞-cate´gorie sur F .
De´monstration : Nous avons clairement bF1 ◦ b
F
1 = 0. Soit n ≥ 2 et soit gi, 1 ≤ i ≤ n, des
e´le´ments de SF de degre´ |gi|. Les termes de la somme[ ∑
j+k+l=n
bFi (I
⊙j ⊙ bFk ⊙ I
⊙l)
]
(gn ⊙ . . .⊙ g1)
sont des trois types : ceux ou` i = n et k = 1, ceux ou` i = 1 et k = n et ceux ou` i, j 6= 1.
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– Lorsque i = n et k = 1 nous trouvons[
bFn (I
⊙j ⊙ bF1 ⊙ I
⊙l)
]
(gn ⊙ . . .⊙ g1)
= (−1)
∑
r<l+1 |gr|bFn (gn ⊙ . . .⊙ b
F
1 (gl+1)⊙ . . .⊙ g1)
= (−1)
∑
r<l+1 |gr|bFn (gn ⊙ . . .⊙ b
B
1 gl+1 ⊙ . . .⊙ g1)
−(−1)
∑
r≤l+1 |gr |bFn (gn ⊙ . . .⊙ gl+1b
B+A ⊙ . . .⊙ g1)
= bBn(I
⊙j ⊙ bB1 ⊙ I
⊙l)(gn ⊙ . . .⊙ g1)∆(n)
−(−1)
∑




⊙j ⊙ bB1 ⊙ I
⊙l)(gn ⊙ . . .⊙ g1)∆(n)
−(−1)
∑




⊙j ⊙ bB1 ⊙ I
⊙l)(gn ⊙ . . .⊙ g1)∆(n)
−(−1)
∑
r |gr|bFn (gn ⊙ . . .⊙ gl+1 ⊙ . . .⊙ g1)b
B+A
– Lorsque i = 1 et k = n nous trouvons
bF1 · b
F
n (gn ⊙ . . .⊙ g1)
= bB1 (b
F
n (gn ⊙ . . .⊙ g1))
−(−1)1+
∑








r |gr|bFn (gn ⊙ . . . gl+1 ⊙ . . .⊙ g1)b
B+A
– Lorsque i 6= 1 et k 6= n nous trouvons[
bFi (I
⊙j ⊙ bFk ⊙ I
⊙l)
]
(gn ⊙ . . .⊙ g1)
= (−1)
∑
r<l+1 |gr |bFi (gn ⊙ . . . b
F
j (gl+j+1 ⊙ . . .⊙ gl+1)⊙ . . .⊙ g1)
= (−1)
∑
r<l+1 |gr |bFi (gn ⊙ . . . (b
B
j (gl+j+1 ⊙ . . .⊙ gl+1)∆
(k))⊙ . . .⊙ g1)
= (−1)
∑
r<l+1 |gr |bBi (gn ⊙ . . . (b
B
j (gl+j+1 ⊙ . . .⊙ gl+1)∆
(k))⊙ . . .⊙ g1)∆(i)
= bBi (I
⊙j ⊙ bBj ⊙ I
⊙l)(gn ⊙ . . .⊙ g1)(I⊙j ⊙∆(k) ⊙ I⊙l)∆(i)
= bBi (I
⊙j ⊙ bBj ⊙ I
⊙l)(gn ⊙ . . .⊙ g1)∆(n)
Les dernie`res lignes des deux premiers cas se compensent graˆce aux signes et la somme de ce
qui reste est nulle car B est une A∞-cate´gorie. 
Remarque 8.1.1.5 L’A∞-cate´gorie F(A,B) ainsi construite est clairement fonctorielle en A et B.
Si f : A → A′ est un A∞-foncteur, l’A∞-foncteur induit F(A′,B) → F(A,B) est strict. Il envoit
H ∈ HomNunc∞(f1, f2) sur sa composition avec Bf . Si f : B → B
′ est un A∞-foncteur, l’A∞-
foncteur induit F(A′,B)→ F(A,B) n’est plus strict. Notons le g. Soit G sa construction bar. Le
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morphisme G1 envoie H ∈ HomNunc∞(f1, f2) sur sa composition avec F1. Les formules de´finissant
les Gi, i ≥ 2, sont obtenues a` partir des formules de´finissant les bFi , i ≥ 2, en remplacant les b
B
i
par des Fi. Les proble`mes de fonctorialite´ seront e´tudie´s plus en de´tails dans la section 8.1.2.
Description concre`te
Regardons ce que sont les compositions de morphismes d’A∞-cate´gories du point de vue de la
remarque 8.1.1.2.
Soit H un e´le´ment de HomNunc∞(f1, f2) de degre´ |H |. Le morphisme m
F
1 (H) est de´termine´ par
des morphismes
h′i : A
⊙i → f2Bf1 , i ≥ 0.
Nous ve´rifions que h′i est e´gal a` la somme




⊙j ⊙mAk ⊙ 1
⊙l).
Soit i ≥ 2. Soit f0, . . . , fi des A∞-foncteurs A → B. Pour tout 1 ≤ t ≤ i, soit Ht un e´le´ment
de HomNunc∞(ft−1, ft) de degre´ |Ht|. Notons |H | la somme des degre´s |Ht|. Soit H
′ l’e´le´ment de
HomNunc∞(f0, fi) e´gal a` m
F
i (Hn ⊙ . . .⊙H1). Alors H
′ est donne´ par des morphismes gradue´s
h′n : A(An−1, An)⊗ . . .⊗A(A0, A1)→ B(f˙0A0, f˙iAn), n ≥ 0.
de degre´ |H | − n, pour toute suite (A0, . . . , An) d’objets de A. Soit xk ∈ A(Ak−1, Ak), 1 ≤ k ≤ n.
Nous notons incl l’inclusion de (SA)⊙i dans B+A. L’e´le´ment h′n(xn ⊙ . . .⊙ x1) est e´gal a`
−ω ◦ bBi ◦
[
(ω⊙i)−1(Hi ⊙ . . .⊙H1)
]
◦∆(i) ◦ incl ◦ (ω⊙n)−1(xn ⊙ . . .⊙ x1)
Prenons un exemple simple.
Exemple 8.1.1.6 Supposons que i = 3 et n = 2. La composition ∆(3) ◦ incl ◦ (ω⊙2)−1(x2 ⊙ x1)
est e´gale a` la somme dans B+A⊙3[
IA2 ⊙ IA2 ⊙ (ω
⊙2)−1 − IA2 ⊙ (ω)
−1 ⊙ (ω)−1−
(ω)−1 ⊙ IA1 ⊙ (ω)
−1 + IA2 ⊙ (ω
⊙2)−1 ⊙ IA0
−(ω)−1 ⊙ (ω)−1 ⊙ IA0 + (ω
⊙2)−1 ⊙ IA0 ⊙ IA0
]
(x2 ⊙ x1).
Nous trouvons donc que mF3 (h3 ⊙ h2 ⊙ h1)(x2 ⊙ x1) est e´gal a` la somme des e´le´ments
mB3
(
± (h3)A2 ⊙ (h2)A2 ⊙ (h1)2 ± (h3)A2 ⊙ (h2)1 ⊙ (h1)1
±(h3)1 ⊙ (h2)A1 ⊙ (h1)1 ± (h3)A2 ⊙ (h2)2 ⊙ (h1)A0




h′2(x2 ⊙ x1) : f0A0 → f3A2
est donc la somme des compositions (au signes pre`s) des suites de morphismes repre´sente´es par un
chemin de fle`ches menant de f0A0 a` f3A2 dans le diagramme ci-dessous















Remarquons qu’il n’y a aucune fle`che verticale (qui correspondrait a` un (fj)1(xi) ou un (fj)2(x2⊗
x1)) dans ces chemins de fle`ches.






(hi)j1 ⊙ . . .⊙ (h1)jl
)
, n ≥ 0,
ou` les entiers jα sont ≥ 0, et ou` le signe est donne´ par l’e´galite´
(−1)s
(




(hi)j1 ⊙ . . .⊙ (h1)jl
)
.
Remarque 8.1.1.7 Soit H l’e´le´ment de HomNunc∞(f, f) construit a` la remarque (8.1.1.3). Si ft =
f , 0 ≤ t ≤ i, et Ht = H , 1 ≤ t ≤ i, le signe (−1)s ci-dessus est le meˆme que le signe (−1)s de
l’e´quation (∗∗n), n ≥ 1, dans la de´finition des A∞-foncteurs (5.1.2.5).
Topologie sur F
Nous munissons l’espace
HomF (f1, f2) = HomGrC(A,A)(B
+A, f˙2Bf˙1)







Cette topologie est se´pare´e. La description ci-dessus montre que les compositions de F sont des
morphismes continus contractants (voir 6.2.1). L’A∞-cate´gorie F est donc topologique (6.2.1.1).
Ele´ment tordant de F
Notons F l’ensemble des A∞-foncteurs A → B. L’e´le´ment tordant
x : eF → F
envoie le ge´ne´rateur If de eF(f, f) sur l’e´le´ment H de degre´ +1 de HomNunc∞(f, f) construit a`
partir de f (voir 8.1.1.3).
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Ve´rifions maintenant que x est un e´le´ment tordant topologique. Comme le morphisme h0 est
nul, l’image de x est dans le voisinage F1. La restriction de la somme∑
i≥1
mFi (H
⊙i)(If ) : B
+A → f˙Bf˙










hj1 ⊙ . . .⊙ hjl)
Rappelons que hi = fi, i ≥ 1. L’e´quation de Maurer-Cartan applique´e a` If est donc e´quivalente a`
l’ensemble de e´quations (∗∗n), n ≥ 1, de la de´finition d’un A∞-foncteur (5.1.2.5).
L’A∞-cate´gorie Nunc∞(A,B)
De´finition 8.1.1.8 (Voir aussi [Fuk01b], [Lyu02] et [KS02a], [KS02b])
L’A∞-cate´gorie Nunc∞(A,B) est la cate´gorie tordue Fx (voir 6.2.4.3 pour la torsion).
Remarquons que les compositions mNunc∞i , i ≥ 1, de [Fuk01b], [Lyu02] sont les meˆmes mais
obtenues de manie`re diffe´rentes.
Description concre`te
Donnons maintenant une description du morphisme
mNunc∞1 : HomNunc∞(f1, f2)→ HomNunc∞(f1, f2).
SoitH un e´le´ment de degre´ |H | de HomNunc∞(f1, f2). Le morphismeH
′ = mNunc∞1 (H) est de´termine´
par des morphismes
h′i : A
⊙i → f2Bf1 , i ≥ 0.




(f2)j1 ⊙ . . .⊙ (f2)jt ⊙ hjt+1 ⊙ (f1)jt+1 . . .⊙ (f1)jl
)
−(−1)|h|+l+kjhj+1+l(1⊙j ⊙mAk ⊙ 1
⊙l),









(f2)j1 ⊙ . . .⊙ (f2)jt ⊙ hjt+1 ⊙ (f1)jt+1 . . .⊙ (f1)jl
)
.
La description des compositions supe´rieuresmNunc∞i , i ≥ 2, se fait de fac¸on similaire. Reprenons
l’exemple 8.1.1.6 et posons
H ′′ = mNunc∞3 (h3 ⊙ h2 ⊙ h1) ∈ HomNunc∞(f0, f3).
Le morphisme
h′′2 (x2 ⊙ x1) : f0A0 → f3A2
est la somme des compositions (au signes pre`s) des suites de morphismes repre´sente´es par un
chemin de fle`ches menant de f0A0 a` f3A2 dans le diagramme ci-dessous















Graphiquement, la torsion consiste donc a` autoriser les fle`ches verticales dans les chemins.
Remarque 8.1.1.9 Si B est une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e, la cate´gorie Nunc∞(A,B) est
aussi une cate´gorie diffe´rentielle gradue´e car les compositions mNunc∞i , i ≥ 3 sont nulles.
8.1.2 Fonctorialite´ de Nunc∞(A,B)
Fonctorialite´ en A
Soit A, A′, B des petites A∞-cate´gories. Soit g ∈ A′ → A, f1, f2 : A → B des A∞-foncteurs.
Soit H un e´le´ment de HomNunc∞(f1, f2). Nous de´finissons l’e´le´ment




−→ B+g˙Ag˙ → f˙2g˙Bf˙1g˙
ou` la seconde fle`che est induite par H. Comme G est un morphisme de coge`bres diffe´rentielles
gradue´es, le morphisme de F-F-bimodules
? ⋆ g : Nunc∞(f1, f2)→ Nunc∞((f1 ◦ g), (f2 ◦ g))
est un A∞-foncteur strict.
Fonctorialite´ en B
Soit A, B et B′ des petites A∞-cate´gories. Soit g ∈ B → B′, f1, f2 : A → B des A∞-foncteurs.
Soit H un e´le´ment de HomNunc∞(f1, f2). Nous allons construire un e´le´ment
g ⋆ H ∈ HomNunc∞((g ◦ f1), (g ◦ f2)).
Cela nous fournira un A∞-foncteur strict
g ⋆ ? : Nunc∞(f1, f2)→ Nunc∞((g ◦ f1), (g ◦ f2))
Commenc¸ons par introduire quelques notions.
Soit M un A-A-bimodule diffe´rentiel gradue´. Soit C, C1 et C2 des coge`bres cocomple`tes dans
la cate´gorie des coge`bres diffe´rentielles gradue´es de la cate´gorie de base C(A,A). Nous munissons
8.1 : L’A∞-cate´gorie des A∞-foncteurs 183
le A-A-bimodule C2 ⊙M ⊙ C1 de la structure de C2-C1-bicomodule (cocomplet) induite par les
comultiplications de C2 et C1. Soit
F1 : C → C1 et F2 : C → C2
des morphismes de coge`bres.
De´finition 8.1.2.1 Une (F1,F2)-code´rivation est un morphisme de A-A-bimodules
K : C → C2 ⊙M ⊙ C1
tel que
(∆C2 ⊙ 1⊙ 1) ◦K = (F2 ⊙K) ◦∆
C et (1⊙ 1⊙∆C1) ◦K = (K ⊙ F1) ◦∆
C .
Lemme 8.1.2.2 Soit p1 la projection C2⊙M⊙C1 surM. L’application K◦p1◦K est une bijection
de l’ensemble des (F1, F2)-code´rivations sur les morphismes de A-A-bimodules C →M. 
Soit C1, C2 et C3 des coge`bres cocomple`tes dans la cate´gorie des coge`bres diffe´rentielles gradue´es
de la cate´gorie de base C(A,A). Le produit cotensoriel d’un C1-C2-bicomodule M avec un C2-C3-
bicomodule N est le noyau




−→ M ⊙ C2 ⊙N
)
.
Reprenons la construction de H ⋆ g. Nous rappelons que les A-A-bimodules f˙1Bf˙1 et f˙2Bf˙2 sont
des A∞-cate´gories sur A. Soit
F1 : B
+A → B+f˙1Bf˙1 et F2 : B
+A → B+f˙2Bf˙2
les constructions bar co-augmente´es de f1 et f2. Le morphisme
H : B+A → f˙2Bf˙1
se rele`ve en une (F1, F2)-code´rivation de comodules




L’A∞-foncteur g : B → B′ induit un morphisme G de degre´ 0










Nous ve´rifions que la composition G ◦K de´finit une (GF1, GF2)-code´rivation




et nous de´finissons l’e´le´ment g ⋆ H par la composition
p1 ◦ (G ◦K) : B
+A → g˙f˙2Bg˙f˙1 .
Munissons B+f˙2Bf˙2 ⊙ f˙2Bf˙1 ⊙ B
+
f˙1
Bf˙1 de la diffe´rentielle induite par les b
B
i , i ≥ 1, et notons
D(f2, f1) le bicomodule diffe´rentiel gradue´ obtenu ainsi. Nous pouvons conside´re´ D(f1, f2) comme
la construction bar du f˙2Bf˙2-f˙1Bf˙1-bipolydule f˙2Bf˙1 .
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Remarque 8.1.2.3 SoitH un e´le´ment de HomNunc∞(f1, f2) etK la code´rivation associe´e. L’e´le´ment









Soit i ≥ 2. Soit f0, . . . , fi des A∞-foncteurs A → B. Pour tout 1 ≤ t ≤ i, soit Ht un e´le´ment de
HomNunc∞(ft−1, ft) de degre´ |Ht|. Notons Ct la coge`bre diffe´rentielle gradue´e B
+
f˙t
Bf˙t . Le Ci-C0-
bicomodule
D(fi, fi−1)⊡ . . .⊡D(f1, f0)
est isomorphe en tant qu’objet gradue´ a`
Ci ⊙ f˙iBf˙i−1 ⊙ Ci−1 ⊙ f˙i−1Bf˙i−2 ⊙ Ci−2 ⊙ . . .⊙ C1 ⊙ f˙1Bf˙0 ⊙ C1.
Nous le munissons de la diffe´rentielle induite par les bBi , i ≥ 1. L’e´le´ment
mi(Hi ⊙ . . .⊙H1) : B
+A → f˙iBf˙0
correspond a` la Fi-F1-code´rivation
K : B+A → D(fi, f0)




Ki⊡...⊡K1−→ D(fi, fi−1)⊡ . . .⊡D(f1, f0)
q
−→ f˙iBf˙0 ,
ou` q est induit par les bBi , i ≥ 1.
L’A∞-foncteur g induit des morphismes
D(fi, fi−1)⊡ . . .⊡D(f1, f0)→ D(gfi, gfi−1)⊡ . . .⊡D(gf1, gf0)
et un rele`vement vers D(gfi, gf0) de
D(fi, fi−1)⊡ . . .⊡D(f1, f0) −→ g˙f˙iBg˙f˙0
qui sont compatibles aux diffe´rentielles. Nous en de´duisons que le morphisme de F-F-bimodules
g ⋆ ? : Nunc∞(f1, f2)→ Nunc∞((g ◦ f1), (g ◦ f2))
de´finit un A∞-foncteur strict.
La cate´gorie nat∞
Soit nat∞ la cate´gorie dont les objets sont les petites A∞-cate´gories (non ne´cessairement stric-
tement unitaires), dont les espaces de morphismes sont les cate´gories (sans unite´s en ge´ne´ral)
nat∞(A,B) = H
0Nunc∞(A,B).
Il re´sulte de la fonctorialite´ de Nunc∞(A,B) que nat∞ est une “2-cate´gorie sans unite´s pour les
2-morphismes”. La lettre n remplace la lettre c de cat∞ et exprime le fait que les objets de nat∞
sont les A∞-“cat”e´gories “n”on (ne´cessairement) strictement unitaires.
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Remarque 8.1.2.4 Soit f1 et f2 in Nunc∞(A,B). Soit H un morphisme de HomNunc∞(f1, f2) qui
est un ze´ro cycle. Soit x un e´le´ment de A(A0, A1). Comme H est un cycle, nous avons la relation
mB1 (h1(x)) −m
B
2 (hA1 ⊙ f1x) +m
B
2 (f2x⊙ hA0) = 0.












Reprenons les notations de la section 8.1.1 mais supposons de´sormais que A et B sont stric-
tement unitaires. L’A∞-cate´gorie Func∞(A,B) dont les objets sont les A∞-foncteurs strictement
unitaires est de´finie de la manie`re suivante :
Soit f1 et f2 deux A∞-foncteurs A → B. Un e´le´ment H de HomNunc∞(f1, f2) est strictement
unitaire s’il ve´rifie
hi(1
⊙α ⊙ η ⊙ 1⊙β) = 0, i ≥ 1.
Les A∞-foncteurs strictement unitaires et les morphismes strictement unitaires d’A∞-foncteurs
strictement unitaires forment une sous-A∞-cate´gorie de Nunc∞(A,B). Nous la notons Func∞(A,B).
Nous ve´rifions que Func∞(A,B) est fonctoriel par rapport aux A∞-foncteurs strictement unitaires.
La 2-cate´gorie cat∞
De´finition 8.1.3.1 Soit cat∞ la cate´gorie dont les objets sont les petites A∞-cate´gories stricte-
ment unitaires, dont les espaces de morphismes sont les cate´gories
cat∞(A,B) = H
0Func∞(A,B).
Il re´sulte de la fonctorialite´ de Func∞(A,B) que cat∞ est une 2-cate´gorie.
Remarque 8.1.3.2 Soit f1 et f2 ∈ Func∞(A,B). Soit H un morphisme de HomFunc∞(f1, f2) qui




2 (hA ⊙ f1IA) +m
B
2 (f2IA ⊙ hA) =
−mB2 (hA ⊙ If1A) +m
B
2 (If2A ⊙ hA) = 0.
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8.2 The´orie de l’homotopie des A∞-foncteurs
Cette section est divise´e en deux sous-sections. SoitA et B deux A∞-cate´gories strictement unitaires
sur A et B. Dans la premie`re, nous construisons une ge´ne´ralisation de l’A∞-foncteur de Yoneda y
(7.1.0.1) : nous de´finissons un A∞-foncteur
z : Func∞(A,B)→ C∞(A,B), A,B ∈ cat∞,
qui nous redonne l’A∞-foncteur de Yoneda pour A e´gal a` eB. Nous montrons ensuite que l’A∞-
foncteur de Yoneda ge´ne´ralise´ z induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.
Dans la seconde partie, nous de´finissons les e´quivalences faibles de l’A∞-cate´gorie Func∞(A,B)
(elles sont l’analogue A∞-cate´gorique des homotopies entre A∞-morphismes) et nous les caracte´risons
a` l’aide de leurs images par l’A∞-foncteur z.
8.2.1 L’A∞-foncteur de Yoneda ge´ne´ralise´
L’A∞-foncteur de Yoneda ge´ne´ralise´
z : Func∞(A,B)→ C∞(A,B)




ou` la premie`re fle`che est induite par le foncteur de Yoneda y : B → C∞B du chapitre 7 et ou` θ est
de´finie dans la proposition ci-dessous.
Proposition 8.2.1.1 Soit A et B deux A∞-cate´gories sur A et B. Il existe un isomorphisme








si A et B sont strictement unitaires.
De´monstration de la proposition (8.2.1.1) :
Le foncteur θ
Nous rappelons (5.3.0.3) que l’application
ObjN∞(A,B) → Obj Nunc∞(A,N∞B),
M 7→ θM ,
est une bijection. Nous allons e´tendre cette application en un isomorphisme de cate´gories diffe´rentielles
gradue´es
θ : N∞(A,B)→ Nunc∞(A,N∞B).
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Soit X et X ′ deux A-B-bipolydules et
f : X → X ′
un morphisme de N (A,B). Il est donne´ par des morphismes
fi,j : A
⊙i ⊙X ⊙ B⊙j → X ′, i, j ≥ 0.
Le morphisme
θ(f) ∈ HomNunc∞(θX , θX′)






= HomT cSB(SX ⊙ T
cSB, SX ′ ⊙ T cSB)
qui envoie un e´le´ment φ de (SA)⊙i de degre´ |φ| sur l’unique morphisme (voir 2.1.2.1) Υ tel que la
composition p1 ◦Υ a pour composantes les morphismes
SX ⊙ (SB)⊙j
(−1)|φ|φ⊙1 // (SA)⊙i ⊙ SX ⊙ (SB)⊙j
Fi,j // SX ′, j ≥ 0.
Remarquons que si i = 0, le morphisme
Υ : SX ⊙ T cSB → SX ′ ⊙ T cSB











Montrons que cet isomorphisme de´finit un isomorphisme de cate´gories diffe´rentielles gradue´es. Soit
f de degre´ p. La compatibilite´ a` la composition m2 est imme´diate. Montrons la compatibilite´ a`
m1. Soit φ ∈ (SA)⊙n de degre´ |φ| et soit κ⊙ψ ∈ SX ⊙ (SB)⊙n
′
. Nous avons les e´galite´s (le calcul
est le meˆme que pour la de´monstration du lemme clef 5.3.0.1)










⊙n ⊙ bX0,α ⊙ 1


















⊙α′ ⊙ fα,β ⊙ 1⊙β
′
)(φ⊙ κ⊙ ψ),




⊙α′ ⊙ bXα,β ⊙ 1
⊙β′)(φ⊙ κ⊙ ψ).
Nous en de´duisons l’e´galite´




X ⊙ θ(f)) +m
F
2 (θ(f)⊙ θX) = θ(d(f))
et nous avons le re´sultat.
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Compatibilite´ de θ a` la fonctorialite´
Si f : A′ → A et g : B → B′ sont des A∞-foncteurs, ils induisent clairement des morphismes






















Le cas strictement unitaire
Supposons maintenant que A et B sont des A∞-cate´gories strictement unitaires. Nous avons
les sous-cate´gories (5.2)
C∞(A,B) ⊂ N∞(A,B) et Nunc∞(A, C∞B) ⊂ Func∞(A,N∞B).
Par la remarque (5.3.0.6), la bijection
ObjN∞(A,B) → Obj Nunc∞(A,N∞B),
M 7→ θM ,
se restreint en une bijection
Obj C∞(A,B)→ Obj Func∞(A, C∞B)















The´ore`me 8.2.1.2 L’A∞-foncteur de Yoneda ge´ne´ralise´
z : Func∞(A,B)→ C∞(A,B)
induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.






la sous-cate´gorie pleine de Nunc∞(A,B) forme´e des A∞-foncteurs stric-
tement unitaires.
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De´monstration : Dans cette de´monstration, nous utilisons une filtration qui est adapte´e de
celle de J. A. Guccione et J. J. Guccione [GG96].
Soit f1 et f2 deux A∞-foncteurs strictement unitaires A → B. Nous rappelons que l’espace des
e´le´ments strictement unitaires de
HomNunc∞(f1, f2) = HomC(A,A)(T
cSA, f˙2Bf˙1)
est forme´ des H qui se factorisent par T cSA, ou` A est le conoyau de l’unite´ de A. Nous avons donc
l’e´galite´















(SA)⊙p ⊙ (SA)⊙j , f˙2Bf˙1
)
.
Nous avons clairement l’inclusion Fi+1 ⊂ Fi, i ≥ 0. La limite inverse des Fp, p ≥ 0, est l’espace
HomFunc∞(f1, f2) et F0 est l’espace HomNunc∞(f1, f2). Nous avons une injection d’espaces gradue´s
Jp : Fp →֒ HomC(A,A)(T
cSA, f˙2Bf˙1), p ≥ 0.
Munissons HomC(A,A)(T
cSA, f˙2Bf˙1) de la diffe´rentielle m
Nunc∞
1 et montrons qu’elle induit une
diffe´rentielle sur Fp, p ≥ 1.
Soit p ≥ 1. Notons Qp la projection sur le conoyau de Jp. Soit H ∈ HomNunc∞(f1, f2) tel que
Qp(H) = 0. Cette condition est e´quivalente au fait que les morphismes hi, i ≥ 0, (de´finis en 8.1.1.2)
ve´rifient les e´quations
hi((1
⊙α ⊙ η ⊙ 1⊙β)⊙ 1⊙γ) = 0, α+ 1 + β + γ = i, α+ 1 + β ≤ p.
Nous de´duisons de la description concre`te (8.1.1.8) de l’e´le´ment mNunc∞1 (H) que la composition de
mNunc∞1 (H) avec
((1⊙α ⊙ η ⊙ 1⊙β)⊙ 1⊙γ), α+ 1 + β + γ = i, α+ 1 + β ≤ p,
s’annule. Ceci montre que Qp(m
Nunc∞
1 (H)) = 0. Nous en de´duisons que la diffe´rentielle m
Nunc∞
1
induit une diffe´rentielle sur l’objet gradue´ Fp, p ≥ 1.
Montrons que le quotient de l’inclusion Fp+1 ⊂ Fp, p ≥ 0, est contractile. Soit Gp le conoyau








(Se)⊙p ⊙ T cSA, f˙2Bf˙1
)
Soit H un e´le´ment de Fi de degre´ |H |. Nous de´duisons de la description concre`te (8.1.1.8) de
mNunc∞1 (H)(φ), ou` φ est un e´le´ment de (Se)
⊙p ⊙ T cSA, l’e´galite´
m
Gp
1 (H) = m
F(A,B)
1 (H),





+A ◦H − (−1)|H|H ◦mB1 .
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Comme l’A∞-cate´gorie A est strictement unitaire, elle est H-unitaire (4.1.3.7). Sa construction
bar est donc quasi-isomorphe a` 0. Nous en de´duisons que Gp est contractile.
Montrons que l’inclusion
J : HomFunc∞(f1, f2) →֒ HomNunc∞(f1, f2)
est un quasi-isomorphisme. Les complexes Gp, p ≥ 0, sont tous contractiles. Nous en de´duisons
que le conoyau de l’injection Jp, p ≥ 0, est isomorphe a`⊕
0≤i≤p
Gi.




Gi, p ≥ 0.
Le conoyau de J est donc ∏
0≤i
Gi.
Il est clairement contractile, d’ou` le re´sultat. 
Lemme 8.2.1.4 Soit A′ et B′ des A∞-cate´gories sur A et B et
g : A → A′ et g′ : B → B′
des A∞-quasi-isomorphismes dans C(A,A) et C(B,B). Conside`rons les comme des A∞-foncteurs
(5.1.2.7). Les A∞-foncteurs
g∗ : Nunc∞(A
′,B)→ Nunc∞(A,B) et g
′
∗ : Nunc∞(A,B)→ Nunc∞(A,B
′)
induisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes.
Nous de´duisons de ce lemme et du lemme (8.2.1.3) le corollaire suivant :
Corollaire 8.2.1.5 Reprenons les hypothe`ses du lemme (8.2.1.4). Si les A∞-cate´gories A, A′, B
et B′ sont strictement unitaires et que les A∞-morphismes g et g′ sont strictement unitaires, les
A∞-foncteurs restreints
Func∞(A
′,B)→ Func∞(A,B) et Func∞(A,B)→ Func∞(A,B
′)
induisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. 
De´monstration du lemme 8.2.1.4 :
Par la proposition (6.1.3.4), il suffit de montrer que les A∞-foncteurs induits par g et g
′
F(A′,B)→ F(A,B) et F(A,B)→ F(A,B′),
ou` F(A′,B), F(A,B), F(A,B) et F(A,B′) sont les cate´gories munies des compositions na¨ıves
(voir 8.1.1), donnent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes. Les espaces de
morphismes
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sont munies de la diffe´rentielle
δ : H 7→ mB1 ◦H − (−1)
|H|H ◦ bB
+A.
Comme les morphismes g′1 : B → B
′ et B+g : B+A → B+A′ sont des quasi-isomorphismes, nous
avons le re´sultat. 
De´monstration du the´ore`me (8.2.1.2) :
Nous allons d’abord montrer que nous pouvons se ramener au cas ou` les A∞-cate´gories stricte-
ment unitaires sont diffe´rentielles gradue´es unitaires, puis nous prouverons le re´sultat en utilisant
des arguments d’alge`bre homologique classique.
La proposition (7.5.0.2) nous donne des mode`les diffe´rentiels gradue´s unitaires A′ et B′ munis
d’A∞-quasi-isomorphismes strictement unitaires
A → A′ et B → B′.














dont toutes les fle`ches verticales induisent des quasi-isomorphismes dans les espaces de morphismes.
Ils nous suffit donc de montrer que
z : Func∞(A,B)→ C∞(A,B)
est un quasi-isomorphismes dans le cas ou` A et B sont diffe´rentielles gradue´es unitaires. Le lemme
















Rappelons (7.4.0.1) que l’A∞-foncteur de Yoneda
y : B → C∞B






A⊙B+A⊙A,HomC∞B(y ◦ f1, y ◦ f2)
)
.
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A,RHomB(y ◦ f1, y ◦ f2)
)
.
Il est isomorphe a`
RHomAop⊙B
(
y ◦ f1, y ◦ f2
)
qui est isomorphe a`
HomAop⊙B
(
A⊙ T cSA⊙ S(y ◦ f1)⊙ T





T cSA⊙ S(y ◦ f1)⊙ T





B(y ◦ f1), B(y ◦ f2)
)
.
Comme nous avons des e´galite´s de A-B-bipolydules
y ◦ f = z(f), f ∈ Nunc∞(A,B),






La composition de tous les (quasi-)isomorphismes ci-dessus e´tant le morphisme
z(f1, f2) : HomNunc∞(A,B)(f1, f2)→ HomN∞(A,B)(f1, f2),
nous avons le re´sultat. 
Remarque 8.2.1.6 Par construction, l’image de l’A∞-foncteur z est forme´e des A-B-bipolydules
qui sont de la forme
B(?, f˙ ), f ∈ Func∞(A,B).
Ils sont libres en tant que B-polydules.
8.2.2 Equivalences faibles d’A∞-foncteurs
Les e´quivalences faibles entre A∞-foncteurs sont l’analogue A∞-cate´gorique des homotopies entre
A∞-morphismes.
De´finition 8.2.2.1 Soit A et B deux A∞-cate´gories sur A et B. Soit f et g deux A∞-foncteurs
A → B. Un e´le´ment H ∈ Z0HomNunc∞(f, g) est une e´quivalence faible s’il devient un isomorphisme
dans H0Nunc∞(A,B). Nous dirons alors que f et g sont faiblement e´quivalents et e´crirons f ∼ g.
Remarque 8.2.2.2 Supposons que A et B sont strictement unitaires et f et g sont des A∞-
foncteurs strictement unitaires. D’apre`s le lemme (8.2.1.3) f et g sont faiblement e´quivalents si et
seulement si il existe un morphisme strictement unitaire H ∈ Z0HomFunc∞(f1, f2) qui devient un
isomorphisme dans H0Func∞(A,B).
Proposition 8.2.2.3 Soit A et B deux A∞-cate´gories strictement unitaires sur A et B. Soit f et
g deux A∞-foncteurs strictement unitaires A → B. Un e´le´ment H ∈ Z0HomNunc∞(f, g) est une
e´quivalence faible si et seulement si h0 : eA → HomB(f˙?, g˙ ) induit un isomorphisme de foncteurs
H0f → H0g de H0A dans H0B.
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L’e´le´ment H est donc une e´quivalence faible si et seulement si le morphisme de A-B-bipolydules
z(H) : z(f)→ z(g)
est une e´quivalence d’homotopie dans C∞(A,B), c’est-a`-dire (voir l’e´quivalence entre D2 et D3 dans
4.1.3.1) si et seulement si z(H) est un A∞-quasi-isomorphisme de A-B-bipolydules. Par de´finition
des A∞-quasi-isomorphismes, ceci est e´quivalent au fait que le morphisme de C(A,B)
S−1(z(H))0,0 : B(?, f )→ B(?, g )
est un quasi-isomorphisme, c’est-a`-dire qu’il devient un isomorphisme en cohomologie. Comme le
foncteur de Yoneda au sens classique envoie la classe dans H∗B de
hA = h0(IA) : f˙A→ g˙A, A ∈ A,
sur
S−1(z(H))0,0 : H
∗B(?, fA)→ H∗B(?, gA),
S−1(z(H))0,0 est un quasi-isomorphisme si et seulement si hA induit un isomorphisme dans H
∗B,
ou de manie`re e´quivalente dans H0B. 
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Chapitre 9
Les A∞-e´quivalences
Ce chapitre est divise´ en deux parties. Dans la section 9.1, nous de´finissons l’A∞-isomorphie
dans une A∞-cate´gorieA et nous montrerons que cette notion est un rele`vement A∞-cate´gorique de
l’isomorphie dans H0A au sens classique. Dans la section 9.2, nous de´finissons les A∞-e´quivalences
et nous montrons qu’un A∞-foncteur f est une A∞-e´quivalence si et seulement si f1 est un quasi-
isomorphisme et H0f1 : H
0A → H0B est une e´quivalence de cate´gories au sens classique. Cette ca-
racte´risation des A∞-e´quivalences a e´te´ e´nonce´e par M. Kontsevich [Kon98]. K. Fukaya l’a de´montre´
de manie`re inde´pendante [Fuk01b, thm. 8.6], ainsi que V. Lyubashenko [Lyu02].
9.1 L’A∞-isomorphie
Soit O un ensemble. Conside`rons comme une cate´gorie de la manie`re suivante : les objets sont
en bijection avec O et, pour i, j ∈ O, l’espace de morphismes HomO(i, j) contient un unique e´le´ment
note´ (i, j). La composition est alors ne´cessairement donne´e par
(j, k) ◦ (i, j) = (i, k), i, j, k ∈ O.
En particulier, l’identite´ de i ∈ O est le morphisme (i, i) et tous les morphismes (i, j) sont des
isomorphismes.
De´finition 9.1.0.1 Soit n ≥ 1. Conside`rons l’ensemble a` n e´le´ments {1, . . . , n}. Soit In la K-
cate´gorie engendre´e par la cate´gorie {1, . . . , n}.
Remarque 9.1.0.2 Soit n ≥ 2. Soit A une K-cate´gorie et des objets Ai ∈ ObjA, 1 ≤ i ≤ n. Ils
sont isomorphes si et seulement si il existe un foncteur
f : In → A
qui envoie i sur Ai. Nous disons alors que f est un foncteur d’isomorphie pour les objets Ai ∈ ObjA,
1 ≤ i ≤ n.
De´finition 9.1.0.3 Soit n ≥ 2. Soit A une A∞-cate´gorie strictement unitaire sur A et des objets
Ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n. Les objets Ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n, sont A∞-isomorphes s’il existe un A∞-foncteur
strictement unitaire
f : In → A
qui envoie i sur Ai. Nous disons alors que f est un A∞-foncteur d’A∞-isomorphie pour les objets
Ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n.
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Nous prouvons maintenant un lemme e´nonc¸e´ dans [Kon98] :
Lemme 9.1.0.4 Soit A une A∞-cate´gorie strictement unitaire. Soit n ≥ 1. Des objets Ai ∈ A,
1 ≤ i ≤ n, sont A∞-isomorphes dans A si et seulement ils sont isomorphes dans H0A.
De´monstration : Comme A est strictement unitaire, il existe (3.2.4.1) un mode`le minimal
strictement unitaire H∗A pour A et des A∞-foncteurs strictement unitaires (3.2.4.2)
i : H∗A → A et q : A → H∗A.
Nous en de´duisons que des objets Ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n, sont A∞-isomorphes dans A si et seulement
si ils sont A∞-isomorphes dans H
∗A. Nous pouvons donc supposer que l’A∞-cate´gorie A est
minimale.
SoitA une A∞-cate´gorieminimale. Montrons que l’A∞-isomorphie dansA entraine l’isomorphie
dans H0A. Soit f : In → A un A∞-foncteur d’A∞-isomorphie pour Ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n. Comme
les A∞-cate´gories In et A sont minimales, f0 : In → A0 = H0A de´finit un foncteur d’isomorphie
pour les objets Ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n.
Montrons que l’isomorphie dans H0A implique l’A∞-isomorphie dans A. Soit g : In → H0A un
foncteur d’isomorphie pour les objets Ai ∈ ObjH0A, 1 ≤ i ≤ n. Nous cherchons un A∞-foncteur
strictement unitaire
f : In → A
tel que f1 = i◦g, ou` i est l’inclusionA
0 →֒ A. D’apre`s le the´ore`me (3.2.2.1), il suffit de construire un
A∞-foncteur f
′ (non ne´cessairement strictement unitaire) tel que f ′1 = f1. Nous allons construire
les f ′r, r ≥ 2, par re´currence sur r. Supposons donne´ des morphismes gradue´s f
′
i , 1 ≤ i ≤ r, de
degre´ 1 − i, de´finissant un Ar-foncteur In → A. Soit f ′r+1 un morphisme de degre´ −r. Le lemme





2, . . . , f
′
r)
ou` r(f ′2, . . . , f
′
r) est un certain cycle du complexe de Hochschild C
∗(In, f˙ ′Af˙ ′). Comme la cate´gorie
In est e´quivalente a` la cate´gorie triviale I1, le complexe de Hochschild C
∗(In, f˙Af˙ ) est acyclique.
Il existe donc un morphisme f ′r+1 tel que les morphismes gradue´s f
′
i , 1 ≤ i ≤ r + 1, de´finissent un
Ar+1-foncteur In → A. 
9.2 La caracte´risation des A∞-e´quivalences
De´finition 9.2.0.1 Deux A∞-cate´gories strictement unitairesA et B sur A et B sont A∞-e´quivalentes
s’il existe des A∞-foncteurs strictement unitaires
f : A → B et g : B → A
tels que f ◦g et 1B sont A∞-isomorphes dans Func∞(B,B) et g ◦f et 1A sont A∞-isomorphes dans
Func∞(A,A). Nous dirons alors que f (ou g) est une A∞-e´quivalence entre A et B.
De´finition 9.2.0.2 Soit A et B deux cate´gories diffe´rentielles gradue´e unitaires sur A et B. Elles
sont e´quivalentes (au sens classique) s’il existe des foncteurs
f : A → B et g : B → A
et des isomorphismes des foncteurs
µ : f ◦ g → 1B et ν : g ◦ f → 1A.
Nous dirons alors que f (ou g) est une e´quivalence entre A et B.
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Remarque 9.2.0.3 Soit A et B deux cate´gories diffe´rentielles gradue´e unitaires sur A et B. Sup-
posons qu’elles sont e´quivalentes. Soit f une e´quivalence entre A et B. Soit g, µ et ν comme dans
la de´finition (9.2.0.2). L’e´le´ment H ∈ HomFunc∞(f ◦ g,1B) (resp. H
′ ∈ HomFunc∞(g ◦ f,1A)) de´fini
par
h0 = µ, hi = 0, i ≥ 1,
(
resp. h′0 = µ, h
′
i = 0, i ≥ 1
)
est un cycle dans Func∞(B,B) (resp. dans Func∞(A,A)). Il induit un isomorphisme dansH0Func∞(B,B)
(resp. H0Func∞(A,A)). Ceci montre que A et B sont A∞-e´quivalentes en tant que A∞-cate´gories.
L’e´nonce´ du the´ore`me suivant est du a` M. Kontsevich [Kon98].
The´ore`me 9.2.0.4 (Voir aussi K. Fukaya [Fuk01b] et V. Lyubashenko [Lyu02]) Soit A et
B deux A∞-cate´gories strictement unitaires sur A et B et f : A → B un A∞-foncteur strictement
unitaire. Les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
a. f est une A∞-e´quivalence.
b. f1 induit une e´quivalence H
∗A → H∗B, ou` H∗A et H∗B sont la cohomologie de A et B
conside´re´es comme K-cate´gories gradue´es.
c. f1 est un quasi-isomorphisme et induit une e´quivalence H
0A → H0B.
De´monstration :
a ⇒ b : Supposons que f est une A∞-e´quivalence. Soit g : B → A ve´rifiant les conditions de
la de´finition (9.2.0.1). D’apre`s le lemme (9.1.0.4), l’A∞-isomorphie dans Func∞(B,B) (resp. dans
Func∞(A,A)) est e´quivalente a` l’isomorphie dans H0Func∞(B,B) (resp. dans H0Func∞(A,A)).
Comme f ◦ g et 1B sont isormorphes dans H
0Func∞(A,A), il existe donc un e´le´ment
H ∈ Z0HomFunc∞(g ◦ f,1B)
induisant un isomorphisme dans H0Func∞(B,B). D’apre`s la proposition (8.2.2.3), le morphisme
h0 induit un isomorphisme de foncteurs
H0(h0) : H
∗(g1 ◦ f1)→ H
∗1B.
L’isomorphisme de foncteurs entre H∗(f1 ◦ g1) et 1H∗A est construit de la meˆme manie`re.
b⇒ c : C’est clair.
c⇒ a : Nous allons montrer cette implication dans deux cas particuliers puis nous montrerons
que cela implique le cas ge´ne´ral.
Premier cas : l’application f˙ : A → B est une bijection.
Nous pouvons conside´rer que A est e´gal a` B et que f˙ est l’identite´ de A. L’A∞-foncteur f est ainsi
(5.1.2.7) un A∞-morphisme dans la cate´gorie C(A,A). D’apre`s le point b du corollaire (1.3.1.3), il
existe un A∞-morphisme g : B → A et des homotopies h et h′ de f ◦ g vers 1B et de g ◦ f vers 1A.
Graˆce a` la proposition (3.2.4.3), nous pouvons supposer que l’A∞-morphisme g et les homotopies
h et h′ sont strictement unitaires. Soit H l’e´le´ment de HomFunc∞(f ◦ g,1B) donne´ (voir 8.1.1.2)
par les morphismes hi, i ≥ 1, et hA = 1A, A ∈ A. Posons Z = m
Func∞
1 (H). Il est donne´ par des
morphismes zi, i ≥ 0. Montrons que H est un cycle dans HomFunc∞(A,B). Le morphisme z0 est
clairement nul. Pour n ≥ 1, nous ve´rifions (en utilisant le fait que f ◦ g, 1B et h sont strictement
unitaires) que
zn = (f ◦ g)n − (1B)n
−
∑
(−1)smr+1+t((f ◦ g)i1 ⊗ . . .⊗ (f ◦ g)ir ⊗ hk ⊗ (1B)j1 ⊗ . . .⊗ (1B)it)
−
∑
(−1)jk+lhi(1⊗j ⊗mk ⊗ 1⊗l).
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ou` s est le signe intervenant dans l’e´quation (∗∗∗n) de (1.2.1.7). Comme h est une homotopie entre
f ◦ g et 1B, le terme de droite est nul. Ceci montre que H est un cycle de HomFunc∞(f ◦ g,1B). Le
morphisme hA, A ∈ A valant 1A, la proposition (8.2.2.3) implique que H induit un isomorphisme
dans H0Func∞(B,B). Nous en de´duisons (9.1.0.4) que les A∞-foncteurs 1B et f ◦ g sont A∞-
isomorphes dans Func∞(B,B). L’A∞-isomorphie entre g ◦ f et 1A se montre de la meˆme manie`re.
Remarque 9.2.0.5 En particulier, ceci implique qu’une A∞-cate´gorie strictement unitaire A est
A∞-e´quivalente a` son mode`le minimal (3.2.4.1) et a` tout ses mode`les diffe´rentiels gradue´s (7.5.0.2).
Deuxie`me cas : f est une inclusion A →֒ B ou` A est une sous-A∞-cate´gorie pleine de B.
Graˆce a` la remarque pre´ce´dente, Nous pouvons supposer que B est diffe´rentielle gradue´e. Comme
H0f : H0A → H0B est une e´quivalence, il suffit de montrer le the´ore`me dans le cas suivant :
Choisissons dans chaque classe d’isomorphie [B] de B un repre´sentant B0. Soit A l’ensemble de ces
re´pre´sentants. Nous posons A e´gale a` la sous-cate´gorie pleine de B forme´e des objets A ∈ A. Soit
r : B → A, B 7→ r(B) = B0.
Soit A′ la cate´gorie diffe´rentielle gradue´e rAr sur B (voir 5.1.2.4). Nous avons alors les e´galite´s
A′(B,B′) = A(B0, B
′
0) = B(B0, B
′
0)
et les cate´gories diffe´rentielles gradue´es A et A′ sont e´quivalentes au sens classique. Ils nous suffit
donc de montrer que A′ et B sont A∞-e´quivalentes. Soit i : A → A′ l’inclusion. Nous allons
construire une A∞-e´quivalence
g : A′ → B
tel que f = g ◦ i.
Construction de g : Posons g˙ = 1B. L’A∞-foncteur g est donc donne´ par un A∞-morphisme
A′ → B dans C(B,B). Par hypothe`se, tout e´le´ment B ∈ B est A∞-isomorphe a` r(B). Pour chaque
B ∈ B, choisissons un e´le´ment αB de B(r(B), B) qui devient un isomorphisme dans H0B(r(B), B).





A′( , ?) = B(r( ), r(?)) α∗
// B(r( ), ?).








// C∞B(yr( ), y?).
Pour chaque B ∈ B, le morphisme αB devient un isomorphisme dans H0B. Comme le foncteur
de Yoneda induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes (7.4.0.1), il induit un
isomorphisme H0B → H0C∞B. Nous en de´duisons que le morphisme yαB est une e´quivalence
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d’homotopie dans C∞B. D’apre`s l’e´quivalence entre les cate´gories de D3 et D4 (4.1.3.1), il est un
quasi-isomorphisme. Ceci implique que les fle`ches du diagramme (I ′) sont des quasi-isomorphismes.
La cate´gorie B e´tant diffe´rentielle gradue´e, les B-bipolydules y(B), B ∈ B, sont des B-modules
diffe´rentiels gradue´s et le morphisme yαB : y(r(B)) → y(B) est un morphisme de B-modules
diffe´rentiels gradue´s. L’axiome (CM5) de la cate´gorie ModB nous donne une factorisation de yαB
en une cofibration triviale et une fibration triviale
yr(B) //
iB // m(B)
pB // // yB.
Graˆce a` l’axiome (CM4) de la cate´gorieModB, il existe un quasi-isomorphisme σB tel que pB◦σB =
1yB. Le morphisme
C∞B(y , y?)→ C∞B(m ,m?), x 7→ σ ◦ x ◦ p,







// C∞B(yr( ), y?)
est ainsi quasi-isomorphe a` (I ′). Les cofibrations e´tant des monomorphismes, la fleˆche verticale du
diagramme (I ′′) est une surjection. Nous en de´duisons que les projections canoniques
C∞B(yr( ), yr(?))← P → C∞B(m ,m?),
ou` P est le produit fibre´ au-dessus du diagramme (I ′′) sont des quasi-isomorphismes. Comme
C∞B(yr( ), yr(?)) et C∞B(m ,m?) sont des alge`bres diffe´rentielles gradue´es unitaires, P est
une alge`bre diffe´rentielle gradue´e unitaire et les projections canoniques ci-dessus sont des mor-
phismes d’alge`bres diffe´rentielles gradue´es unitaires. Nous avons ainsi construit une suite de quasi-
isomorphisme d’alge`bres diffe´rentielles gradue´es unitaires dans C(B,B)
A′ → C∞B(yr( ), yr(?))← P → C∞B(m ,m?)← C∞B(y , y?)← B.
Les quasi-isomorphismes d’alge`bres e´tant inversibles a` homotopie pre`s dans la cate´gorie Alg∞, nous
obtenons un A∞-quasi-isomorphisme homologiquement unitaire
g′ : A′ → B.
D’apre`s la proposition 3.2.4.3, il existe un A∞-morphisme strictement unitaire g homotope a` g
′.
En particulier, g est un A∞-quasi-isomorphisme. C’est une A∞-e´quivalence (voir le premier cas.)
Le cas ge´ne´ral : Soit A et B deux A∞-cate´gories strictement unitaires sur A et B et f un A∞-
foncteur tel que f1 est un quasi-isomorphisme et induit une e´quivalence H
0A → H0B. Choisissons
dans chaque classe d’A∞-isomorphie [A] de A un repre´sentant A0 et notons B0 son image par f˙ .
CommeH0f : H0A → H0B est une e´quivalence, nous de´duisons du lemme (9.1.0.4) que toute classe
d’A∞-isomorphie [B] dans B admet un unique repre´sentant parmi les B0. Notons A′ (resp. B′) la
sous-cate´gorie pleine de A (resp. B) forme´e des A0 (resp. des B0). L’inclusion
A′ → A
(
resp. B′ → B
)
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est une A∞-e´quivalence (voir le deuxie`me cas). Pour montrer que f est une A∞-e´quivalence, il
suffit donc de montrer que le foncteur
f ′ : A′ → B′
induit par l’A∞-foncteur f est une A∞-e´quivalence. Son application sous-jacente f˙
′ est une bi-





Dans cet appendice, nous rappelons la de´finition, due a` D. Quillen [Qui67], d’une cate´gorie de
mode`les (ferme´e), quelques notions fondamentales (objets fibrants, cofibrants, homotopies, fonc-
teurs de Quillen) et quelques e´nonce´s-cle´s. Nous rappelons ensuite les exemples dont nous avons
besoin dans ce manuscrit. Nous renvoyons au livre de M. Hovey [Hov99] et a` l’article de W. Dwyer
et J. Spalinski [DS95] pour plus de de´tails.
De´finitions et propositions






















sont commutatifs. Soit i et p deux morphismes dans E. Nous dirons que p a la proprie´te´ de
rele`vement a` droite par rapport a` i et que i a la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par rapport
a` p si tout diagramme de la forme (1) admet un rele`vement α.











X ′ // Y ′ // X ′
tel que les compositions horizontales sont l’identite´ de X et l’identite´ de X ′.
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De´finition A.7 Une cate´gorie de mode`les est un quadruplet
(E, Eq,Fib, Cof),
ou`
- E est une cate´gorie,
- Eq est une classe de morphismes appele´s e´quivalences faibles,
- Fib est une classe de morphismes appele´s fibrations (elles sont repre´sente´es par des fle`ches a`
double teˆte ։),
- Cof est une classe de morphismes appele´s cofibrations (elles sont repre´sente´es par des fle`ches
avec une queue֌),
tel que les axiomes (CM1) – (CM5) ci-dessous sont ve´rifie´s. Un morphisme appartenant a` Eq∩Cof
sera appele´ une cofibration triviale et un morphisme de Eq ∩Fib sera appele´ une fibration triviale .
(CM1) La cate´gorie E admet toutes les limites finies et toutes les colimites finies.
(CM2) La classe des e´quivalences faibles est sature´e , i.e. si deux morphismes parmi f, g, fg sont
des e´quivalences faibles, le troisie`me l’est aussi.
(CM3) Les trois classes de morphismes sont stables par re´tracts.
(CM4) rele`vement :
a. Les cofibrations ont la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par rapport aux fibrations triviales,
b. Les fibrations ont la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport aux cofibrations triviales.
(CM5) factorisation :
a. Tout morphisme f : A → B se factorise en f = pi ou` i : A ֌ A′ est une cofibration
triviale et p : A′ ։ B est une fibration.
b. Tout morphisme f : A → B se factorise en f = pi ou` i : A ֌ B′ est une cofibration et
p : B′ ։ B est une fibration triviale.
Remarque A.8 Nous nous conformons a` la terminologie de [DS95] en appelant “cate´gorie de
mode`les” ce que Quillen [Qui67], [Qui69] appelle “cate´gorie de mode`les ferme´e”. Notons que les
axiomes sont auto-duaux.
Soit (E, Eq,Fib, Cof) une cate´gorie de mode`les. On a les proprie´te´s suivantes :
- La cate´gorie E a un objet initial ∅ et un objet final ∗.
- Les fibrations sont exactement les morphismes ayant la proprie´te´ de rele`vement a` droite par
rapport aux cofibrations triviales.
- Les fibrations triviales sont exactement les morphismes ayant la proprie´te´ de rele`vement a`
droite par rapport aux cofibrations.
- Les cofibrations ont les proprie´te´s de rele`vement duales.
De´finition A.9 Soit X un objet de E. Un cylindre pour X est un objet X∧I muni de morphismes
i : X
∐
X → X ∧ I et p : X ∧ I → X tels que
1. le morphisme p est une e´quivalence faible,
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2. la composition p ◦ i : X
∐




Soit X ∧ I un cylindre pour X . Deux morphismes f, g : X → Y de E sont X ∧ I-homotopes a`
gauche si le morphisme [f, g] : X
∐





−→ X ∧ I
H
−→ Y
pour un morphisme H. Un tel morphisme H est appele´ une X ∧ I-homotopie a` gauche de f a` g.
Les morphismes f et g sont homotopes a` gauche s’ils sont X ∧ I-homotopes pour un cylindre X ∧ I
pour X . Nous e´crirons alors
f ∼l g.
La de´finition d’un objet de chemins pour X est duale de celle d’un cylindre pour X . La notion
d’homotopie a` droite (note´e ∼r) est duale de celle d’homotopie a` gauche.
De´finition A.10 Un objet X de E est cofibrant si le morphisme ∅ → X est une cofibration. Il est
fibrant si le morphisme X → ∗ est une fibration. La sous-cate´gorie pleine des objets fibrants est
note´e Ef , celle des objets cofibrants Ec et celle des objets fibrants et cofibrants est note´e Ecf .
De´finition A.11 Soit X un objet de E. Une re´solution cofibrante de X est une fibration triviale
Xc ։ X , ou` Xc est cofibrant. Une re´solution fibrante de X est une cofibration triviale Y ֌ Xf ,
ou` Xf est fibrant.
Il re´sulte de l’axiome (CM5) que tout objet admet une re´solution cofibrante et une re´solution
fibrante.
Lemme A.12 Soit X un objet cofibrant et Y un objet fibrant.
a. La relation de X∧I-homotopie a` gauche ne de´pend pas du choix du cylindre X∧I. De meˆme,
la relation de PY -homotopie a` droite ne de´pend pas du choix de l’objet de chemins PY.
b. Les relations d’homotopie a` gauche et d’homotopie a` droite co¨ıncident sur E(X,Y ). On
de´finit la relation d’homotopie ∼ comme e´gale a` ces deux relations.
c. La relation d’homotopie est une relation d’e´quivalence sur E(X,Y ).
d. Soit X ′ un objet cofibrant et Y ′ un objet fibrant. La relation f ∼ g implique fh ∼ gh et
h′f ∼ h′g quels que soient les morphismes
h : X ′ → X et h′ : Y → Y ′.

Le quotient Ecf/ ∼ est donc une cate´gorie. On de´finit la cate´gorie homotopique HoE comme la
localisation E[Eq−1] de E par rapport a` la classe des e´quivalences faibles (voir [GZ67, I.1]).
Proposition A.13 a. L’inclusion Ecf → E induit une e´quivalence
Ecf/ ∼ −→ HoE.
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b. Soit X et Y deux objets de E. Soit Xc ։ X une re´solution cofibrante de X et Y ֌ Yf une
re´solution fibrante de Y . On a une bijection canonique
HoE (X,Y ) ≃ E (Xc, Yf)/ ∼ .

Equivalence de Quillen
De´finition A.14 Soit E et F deux cate´gories de mode`les. Un foncteur G : E → F est un foncteur
de Quillen a` gauche s’il admet un adjoint a` droite et s’il pre´serve les cofibrations et les cofibrations
triviales. Un foncteur D : F → E est un foncteur de Quillen a` droite s’il admet un adjoint a` gauche
et s’il pre´serve les fibrations et les fibrations triviales. Soit une paire de foncteurs adjoints (G,D, φ),




On dira qu’elle est une adjonction de Quillen si G est un foncteur de Quillen a` gauche. (Ceci
implique que D est un foncteur de Quillen a` droite.) Une adjonction de Quillen est une e´quivalence
de Quillen si, pour tout objet cofibrant X de E et tout objet fibrant Y de F, un morphisme
f : GX → Y est une e´quivalence faible si et seulement si φf : X → DY est une e´quivalence faible.
Nous renvoyons a` [DS95, Sect. 9] pour les de´tails de la de´finition suivante.
De´finition A.15 Soit G un foncteur de Quillen a` gauche. Le foncteur de´rive´ a` gauche de G est
le foncteur
LG : HoE −→ HoF
qui envoie un objet X de E sur GXc, ou` Xc ։ X est une re´solution cofibrante de X . Soit D un
foncteur de Quillen a` droite. Le foncteur de´rive´ a` droite de D est le foncteur
RD : HoF −→ HoE
qui envoie un objet Y de F sur GYf , ou` Y ֌ Yf est une re´solution fibrante de Y .
Remarque A.16 Notons que si un foncteur G (resp. D) comme dans la de´finition pre´serve les
e´quivalences faibles, alors il induit un foncteur entre les cate´gories homotopiques, et LG (resp.RD)
est canoniquement isomorphe a` ce foncteur induit.
Proposition A.17 Soit (G,D, φ) une adjonction de Quillen de E dans F. Les propositions sui-
vantes sont e´quivalentes
a. (G,D, φ) est une e´quivalence de Quillen.
b. Les foncteurs LG et RD sont des e´quivalences inverses l’une de l’autre entre Ho E et HoF.
Exemples de cate´gories de mode`les
Exemple A.18 (Complexes de C) Soit C la cate´gorie de base (1.1.1). La cate´gorie CC de (1.1.1)
admet une structure de cate´gorie de mode`les telle que
- la classe des e´quivalences faibles est la classe Qis des quasi-isomorphismes (notons que ce
sont exactement les morphismes qui sont inversibles a` homotopie pre`s),
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- les fibrations sont les e´pimorphismes (c’est-a`-dire, les morphismes dont les composantes sont
des e´pimorphismes),
- les cofibrations sont les monomorphismes (c’est-a`-dire, les morphismes dont les composantes
sont des monomorphismes).
Tous les complexes sont fibrants et cofibrants pour cette structure. La cate´gorie homotopique
associe´e est HC.
Exemple A.19 (Complexes de chaˆınes non borne´s) Soit R un anneau. Soit CR la cate´gorie
des complexes de chaˆınes
· · · →Mp−1 →Mp →Mp+1 → · · · , p ∈ Z,
de R-modules a` droite. Les trois classes de morphismes suivantes de´finissent une structure de
cate´gorie de mode`les sur CR (voir [Hov99, Chap. 2]).
- Les e´quivalences faibles sont les quasi-isomorphismes.
- Les fibrations sont les morphismes f : X → Y tels que fn est surjectif pour tout n ∈ Z.
- Les cofibrations sont les morphismes qui ont la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par rapport
aux fibrations triviales.
Tous les complexes sont fibrants pour cette structure. Si un complexe X est cofibrant, alors toutes
ses composantes Xn, n ∈ Z, sont projectives. La re´ciproque est fausse. Cependant, si on suppose
que le complexe X est borne´ a` droite et que ses composantes sont toutes projectives, alors il est
cofibrant.
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Chapitre B
The´orie de l’obstruction
B.1 The´orie de l’obstruction pour les A∞-alge`bres
Nous e´tudions la the´orie de l’obstruction des A∞-alge`bres. Soit C une cate´gorie de base telle que
dans le chapitre 1. (A,m1, . . . ,mn) une An-alge`bre. Il s’agit de mesurer l’obstruction a` l’existence
d’un morphisme mn+1 : A
⊗n+1 → A tel que (A,m1, . . . ,mn+1) soit une An+1-alge`bre (B.1.2). Soit
A et A′ deux An+1-alge`bres. Soit une famille de morphismes gradue´s
fi : A
⊗i → B, 1 ≤ i ≤ n,
de´finissant un An-morphisme A → A′. Nous mesurons ensuite l’obstruction a` l’existence d’un
morphisme fn+1 : A
⊗n+1 → A′ tel que les fi, 1 ≤ i ≤ n + 1, de´finissent un An+1-morphisme
A → A′ (B.1.5). Nous montrerons que cette obstruction est fonctorielle par rapport aux An+1-
morphismes stricts (B.1.6).
L’e´tude des obstructions est un outil classique, voir par exemple T. Kadeishvili [Kad80], A. Proute´
[Pro85]. Elle doit son existence au fait que l’ope´rade des A∞-alge`bres est un mode`le cofibrant mi-
nimal au sens de M. Markl [Mar96] pour l’ope´rade des alge`bres associatives. Nous n’adoptons pas
ici ce point de vue lui pre´fe´rant une approche na¨ıve.
Les A∞-alge`bres
Soit V un objet gradue´. Soit des morphismes gradue´s
bi : V
⊗i → V, 1 ≤ i ≤ n+ 1,
de degre´ +1. Notons b la code´rivation de T c[n+1]V donne´e par la suite
(b1, . . . , bn, bn+1).
Posons




⊗j ⊗ bk ⊗ 1
⊗l)
ou` les entiers j, k, l ve´rifient j + k + l = n+ 1 et j + 1+ l = i. Rappelons que i1 et pn+1 de´signent
les morphismes canoniques
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Lemme B.1.1 Supposons que la code´rivation de la coge`bre T c[n]V donne´e par la suite
(b1, . . . , bn)
est une diffe´rentielle.
a. La code´rivation
b2 : T c[n+1]V −→ T
c
[n+1]V
est e´gale a` i1 ◦ ζ ◦ pn+1, ou` ζ : V ⊗n+1 → V est donne´ par
ζ = b1bn+1 + bn+1b1 + c(b2, . . . , bn);
ici la dernie`re occurrence de b1 de´signe la diffe´rentielle de (V, b1)
⊗n+1.
b. Le morphisme gradue´ c(b2, . . . , bn) est un cycle de
(HomGrC(V
⊗n+1, V ), δ),
ou` la diffe´rentielle δ est induite par celle du complexe (V, b1).
En particulier, la code´rivation b est une diffe´rentielle si et seulement si le cycle c(b2, . . . , bn) est
e´gal au bord −δ(bn+1).
De´monstration : a. Notre hypothe`se implique que le carre´ b2 se factorise par pn+1. L’image de la
comultiplication ∆ est incluse dans







On a donc l’e´galite´
∆b2 = (1⊗ b2 + b2 ⊗ 1)∆ = 0.
On en de´duit que l’image de b2 est incluse dans ker∆ = V. Ceci nous donne la factorisation par i1.
Un calcul direct nous donne la formule pour ζ.
b. D’apre`s le premier point, on a
b1 ◦ b
2 = b ◦ b2 = b2 ◦ b = b2 ◦ b1,
ou` la dernie`re occurrence de b1 de´signe la diffe´rentielle de (V, b1)
⊗n+1. Ceci montre que ζ est un
cycle dans le complexe
(HomGrC(V
⊗n+1, V ), δ).
Comme nous avons
ζ = δ(bn+1) + c(b2, . . . , bn)
il en est de meˆme pour c(b2, . . . , bn). 
Corollaire B.1.2 Soit (A,m1) un complexe. Soit des morphismes gradue´s
mi : A
⊗i → A, 2 ≤ i ≤ n+ 1
de degre´ 2−i. Supposons que les morphismes mi, 1 ≤ i ≤ n, de´finissent une structure de An-alge`bre
sur A. La sous-expression ∑
i,k 6=1
(−1)jk+lmi(1
⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l)
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de l’e´quation (∗n+1) de (1.2.1.1) de´finit un cycle de (HomGrC(A⊗n+1, A), δ). Nous le notons r(m2, . . . ,mn).
L’e´quation (∗n+1) se re´crit alors
r(m2, . . . ,mn) + δ(mn+1) = 0.
De´monstration : Nous appliquons le lemme pre´ce´dent a` l’espace gradue´ V = SA et aux mor-
phismes gradue´s bi de´finis a` l’aide des bijections bi ↔ mi. Ces meˆmes bijections envoient le mor-
phisme r(m2, . . . ,mn) sur le morphisme c(b2, . . . , bn) et le morphisme δ(mn+1) sur δ(bn+1). 
Les A∞-morphismes d’A∞-alge`bres
Les lemmes suivant se montrent de manie`re similaire.
Soit V et W deux objets gradue´s. Soit b et b′ des diffe´rentielles de coge`bres sur les coge`bres
T c[n+1]V et T
c
[n+1]W. Soit une famille de morphismes gradue´s
Fi : V
⊗i →W, 1 ≤ i ≤ n+ 1,
de degre´ 0. Soit F le morphisme de coge`bres
T c[n+1]V −→ T
c
[n+1]W
qui rele`ve les Fi. Posons








b′r(Fi1 ⊗ . . .⊗ Fir ),
ou` les entiers j, k, l de la somme de gauche ve´rifient j + k + l = n + 1 et j + 1 + l = i, et ou` la
somme des entiers ir de la somme de droite vaut n+ 1.






induit par F dans les n-primitifs est compatible aux diffe´rentielles.
a. La (F, F )-code´rivation
b′F − Fb : T c[n+1]V −→ T
c
[n+1]W
est e´gale a` i1 ◦ ζ ◦ pn+1, ou` ζ : V ⊗n+1 →W est donne´ par
ζ = b1Fn+1 + Fn+1b1 + c(F1, . . . , Fn);
ici la dernie`re occurrence de b1 de´signe la diffe´rentielle de (V, b1)
⊗n+1.
b. Le morphisme gradue´ c(F1, . . . , Fn) est un cycle de
(HomGrC(V
⊗n+1,W ), δ),
ou` la diffe´rentielle δ est induite par celles des complexes (V, b1) et (W, b
′
1).
En particulier, le morphisme F est compatible aux diffe´rentielles de coge`bres si et seulement si on
a
δ(Fn+1) + c(F1, . . . , Fn) = 0.

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Regardons maintenant le comportement de l’obstruction par rapport a` la composition des
An+1-morphismes.
Soit V ′ et W ′ deux objets gradue´s. Soit d et d′ deux diffe´rentielles de coge`bres sur les coge`bres
T c[n+1]V
′ et T c[n+1]W
′. Soit deux morphismes de coge`bres diffe´rentielles gradue´es
G : T c[n+1]V






Des calculs directs nous donnent le lemme suivant.
Lemme B.1.4 a. On a l’e´galite´
c(F1, . . . , Fn) ◦G1
⊗n+1 + F1 ◦ δ(Gn+1) = c((FG)1, . . . , (FG)n)
de morphismes de (V ′)⊗n+1 dans W.
b. On a l’e´galite´
δ(Hn+1) ◦ F1
⊗n+1 +H1 ◦ c(F1, . . . , Fn) = c((HF )1, . . . , (HF )n)
de morphismes de V ⊗n+1 dans W ′. 
Corollaire B.1.5 Soit A et B deux An+1-alge`bres. Soit des morphismes gradue´s
fi : A
⊗i → B, 1 ≤ i ≤ n+ 1,








(−1)smr(fi1 ⊗ . . .⊗ fir )
de l’e´quation (∗∗n+1) de (1.2.1.2) de´finit un cycle dans (HomGrC(A⊗n+1, B), δ). Nous le notons
r(f1, . . . , fn). L’e´quation (∗∗n+1) se re´crit
r(f1, . . . , fn) + δ(fn+1) = 0.

Corollaire B.1.6 Soit A′ et B′ deux An+1-alge`bres. Soit g : A
′ → A et h : B → B′ deux An+1-
morphismes stricts. On a les e´galite´s de morphismes
1. r(f1, . . . , fn) ◦ g1⊗n+1 = r((fg)1, . . . , (fg)n),
2. h1 ◦ r(f1, . . . , fn) = r((hf)1, . . . , (hf)n).
L’obstruction est donc fonctorielle par rapport aux morphismes stricts.
De´monstration : C’est la traduction du lemme B.1.6 applique´ aux constructions bar des
alge`bres A,A′, B et B′. Les morphismes g et h e´tant stricts, on a Hn+1 = 0 et Gn+1 = 0. Les
e´quations de (B.1.6) se traduisent alors par celles du corollaire. 
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B.2 The´orie de l’obstruction pour les polydules
Les de´monstrations de cette section e´tant presque identiques a` celles de la section 1.2.2, nous
nous contentons d’e´noncer les re´sultats. Soit C et C′ les cate´gories de base de la section 2.1.
Lemme B.2.1 Soit A une An-alge`bre. Soit (M,m
M
1 ) un complexe. Soit des morphismes gradue´s
mMi :M ⊗A
⊗i−1 →M, 2 ≤ i ≤ n+ 1,
de degre´ 2−i. Supposons que les morphismes mi, 1 ≤ i ≤ n, de´finissent une structure de An-module
sur M. La sous-expression ∑
i,k 6=1
(−1)jk+lmi(1
⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l)
de l’e´quation (∗′n+1) de (2.3.1.2) de´finit un cycle de (HomGrC′(M ⊗ A
⊗n,M), δ), ou` δ est induit
par mA1 et m
M
1 . Nous le notons r(m2, . . . ,mn). L’e´quation (∗
′
n+1) se re´crit alors
r(m2, . . . ,mn) + δ(mn+1) = 0.

Lemme B.2.2 Soit A une An-alge`bre. Soit M et N deux An+1-modules sur A. Soit des mor-
phismes gradue´s
fi :M ⊗A
⊗i−1 → N, 1 ≤ i ≤ n+ 1,










de l’e´quation (∗∗′n+1) de (2.3.1.5) de´finit un cycle dans
(HomGrC′(M ⊗A
⊗n, N), δ).
Nous le notons r(f1, . . . , fn). L’e´quation (∗∗′n+1) se re´crit alors
r(f1, . . . , fn) + δ(fn+1) = 0.

Lemme B.2.3 Soit A une An-alge`bre. Soit M
′ et N ′ deux An+1-modules. Soit g : M
′ → M et
h : N → N ′ deux An+1-morphismes stricts. On a les e´galite´s de morphismes
1. r(f1, . . . , fn) ◦ g1 ⊗ 1⊗n = r((fg)1, . . . , (fg)n),
2. h1 ◦ r(f1, . . . , fn) = r((hf)1, . . . , (hf)n).

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B.3 The´orie de l’obstruction pour les bipolydules
Les de´monstrations de cette section sont omises car elles sont similaires a` celles de la section
B.1. Soit C, C′ et C′′ les cate´gories de base de la section 2.5.
Soit A et A′′ deux A∞-alge`bres dans C et C
′′. Dans ce qui suit, r et t de´signent deux entiers
≥ 0 et E de´signe l’ensemble des couples d’entiers (i, j) tels que 0 ≤ i ≤ r et 0 ≤ j ≤ t − 1, ou,












ensemble E ensemble E ′
Soit M un objet diffe´rentiel gradue´ de C′. On note sa diffe´rentielle m0,0. Soit
mi,j : A
⊗i ⊗M ⊗A′′⊗j →M →M, 0 ≤ j ≤ t, 0 ≤ i ≤ r, (i, j) 6= (0, 0),
un morphisme gradue´ de degre´ 1− i− j dans C′.
Lemme B.3.1 Supposons que les morphismes mi,j, (i, j) ∈ E ′, ve´rifient les e´quations (∗′′k,l),
(k, l) ∈ E , de la de´finition 2.5.1.1. La sous-expression∑
∗/∈{1,(0,0),(r,t)}
(−1)j+i(|m∗|)m•,•(1
⊗i ⊗m∗ ⊗ 1
⊗j)
de l’e´quation (∗′′r,t) de´finit un cycle de
HomGrC′(A
⊗r ⊗M ⊗A′′⊗t,M).
On le note c
(
mi,j , (i, j) ∈ E ′
)
. Les morphismes mi,j, 0 ≤ j ≤ t, 0 ≤ i ≤ r, ve´rifient l’e´quation
(∗′′r,t) si et seulement si on a l’e´galite´
δ(mr,t) = c
(





Soit M et N deux A-A′′-bipolydules dans C′. Soit
fi,j : A
⊗i ⊗M ⊗A′′⊗j →M →M, 0 ≤ j ≤ t, 0 ≤ i ≤ r,
un morphisme gradue´ de degre´ −i− j dans GrC′.
B.4 : Cohomologie de Hochschild et the´orie de l’obstruction pour les A∞-structures minimales 213
Lemme B.3.2 Supposons que les morphismes fi,j, (i, j) ∈ E , ve´rifient les e´quations (∗∗′′k,l),
(k, l) ∈ E , de la de´finition 2.5.1.1. La sous-expression∑
(α,β) 6=(0,0)(−1)
α(−i−j)mα,β(1
⊗α ⊗ fk,l ⊗ 1⊗β) =∑
∗/∈{1,(0,0)}(−1)
j+i(|m∗|)f•,•(1
⊗i ⊗m∗ ⊗ 1⊗j)
de l’e´quation (∗∗′′r,t) est un cycle de
HomGrC′(A
⊗r ⊗M ⊗A′′⊗t, N).
On le note c′
(
fi,j, (i, j) ∈ E
)
. Les morphismes fi,j, 0 ≤ j ≤ t, 0 ≤ i ≤ r, ve´rifient l’e´quation (∗∗′′r,t)








On regarde maintenant la compatibilte´ de l’obstruction aux morphismes stricts.
Soit M ′ et N ′ deux A-A′-bipolydules et
g : M ′ →M et h : N → N ′
deux A∞-morphismes stricts de bipolydules donne´s par des morphismes gradue´s de degre´ 0 dans
GrC′
g0,0 : M
′ →M et h0,0 : N → N
′.
On de´finit les morphismes
(f ◦ g)i,j et (h ◦ f)i,j , 0 ≤ j ≤ t, 0 ≤ i ≤ r,
par les meˆmes formules que celles donnant la compositions des morphismes de bipolydules.
Lemme B.3.3 On a les e´galite´s suivantes :
1. c′
(
fi,j , (i, j) ∈ E
)
◦ (1⊗r ⊗ g0,0 ⊗ 1⊗t) = c′
(
(f ◦ g)i,j , (i, j) ∈ E
)
,
2. h0,0 ◦ c′
(








B.4 Cohomologie de Hochschild et the´orie de l’obstruction
pour les A∞-structures minimales
Dans cette section, on rappelle la cohomologie de Hochschild d’une alge`bre gradue´e a` coefficients
dans un bimodule gradue´. Nous e´tablissons ensuite une the´orie de l’obstruction des A∞-alge`bres
minimales (resp. des A∞-morphismes entre A∞-alge`bres minimales et des homotopies entre ces
A∞-morphismes).
Rappel sur la cohomologie de Hochschild
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Soit C une cate´gorie de base telle que dans le chapitre 1. Soit A ∈ GrC une alge`bre associative.
On conside`re A comme une A∞-alge`bre dont m2 = µ
A et mi = 0 pour tout i 6= 2. Rappellons que
(BA)+ est la construction bar co-augmente´e de A. Soit coder((BA)+) l’espace des code´rivations
(BA)+→ (BA)+. Il est gradue´ par le degre´ des code´rivations. L’application
δ : D 7→ bA ◦D − (−1)|D|D ◦ bA,
ou` bA est la diffe´rentielle de (BA)+ et D est de degre´ |D|, de´finit une diffe´rentielle sur coder((BA)+).




D 7→ p1 ◦D.
Ainsi, une code´rivation D est de´termine´e par les composantes de p1 ◦D
Di : (SA)
⊗i → SA, i ≥ 0.
Les bijections bi ↔ mi, i ≥ 1, de la section 1.2.2 (comple´te´e de la bijection qui associe au morphisme















Sa diffe´rentielle δHoch envoie un morphisme f : A
⊗n → A de degre´ r sur le morphisme
δHoch(f) : A
⊗n+1 −→ A
donne´ par la somme∑
(−1)r+n+kfi(1
⊗j ⊗ µ⊗ 1⊗k) + (−1)r+n+1µ(1⊗ fi) + (−1)
rµ(fi ⊗ 1).
Si le degre´ de f est nul, nous retrouvons la de´finition habituelle (voir par exemple [CE99, Chap. IX]).










et sa diffe´rentielle δHoch est de´finie par la meˆme formule que pre´ce´demment. La cohomologie de
Hochschild de A a` coefficients dans M est la cohomologie de C(A,M). Si A est unitaire, le complexe
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ou` A est le conoyau de l’unite´ de A. La diffe´rentielle de C(A,M) est induite par celle de C(A,M).
Obstruction a` l’extension d’une An-alge`bre minimale en une An+1-alge`bre minimale
Lemme B.4.1 Soit A une alge`bre gradue´e de GrC. Soit des morphismes gradue´s
mi : A
⊗i → A, 3 ≤ i ≤ n,
de degre´ 2− i. Nous posons m2 = µA. Supposons que les morphismes mi, 2 ≤ i ≤ n−1, de´finissent
une structure de An-alge`bre minimale sur A. La sous-expression∑
i,k/∈{1,2}
(−1)j+klmi(1
⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l)
de l’e´quation (∗n+1) de (1.2.1.1) de´finit un cycle de Hochschild. Nous le notons r(m3, . . . ,mn−1).
L’e´quation (∗n+1) se re´crit alors
δHoch(mn) + r(m3, . . . ,mn−1) = 0.
De´monstration : Soit la suite des morphismes bi, 2 ≤ i ≤ n, donne´s par les bijections bi ↔ mi
(voir 1.2.2). On note D la code´rivation de (BA)+ telle que les composantes de p1 ◦D sont donne´es
par la suite
(0, 0, b2, . . . , bn−1, bn, 0, . . .).
Comme les mi, 2 ≤ i ≤ n − 1, de´finissent une structure de An-alge`bre minimale, le carre´ de la
code´rivation D restreint a` la sous-coge`bre T c[n]SA est nul. On en de´duit que la composition
∆ ◦D2 = (1⊗D2 +D2 ⊗ 1) ◦∆
s’annule sur le sous-espace (SA)⊗n+1. Il s’ensuit que l’image par D2 du sous-espace (SA)⊗n+1 est
contenue dans ker∆ = SA et que celle du sous-espace (SA)⊗n+2 est contenue dans (SA)⊗2 ⊕ SA.
Ainsi, sur le sous-espace (SA)⊗n+2, on a l’e´galite´
D2 ◦ b2 = D
3 = b2 ◦D
2.
Ceci montre que l’e´le´ment
D2|(SA)⊗n+1 ∈ Hom((SA)
⊗n+1, SA)
est un cycle. La premie`re assertion du lemme est de´duite du fait que l’e´le´ment
ω(D2|(SA)⊗n+1)





La dernie`re assertion du lemme est imme´diate. 
Obstruction a` l’extension d’un An-morphisme entre A∞-alge`bres minimales en un An+1-
morphisme
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Lemme B.4.2 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres minimales. Soit
g : (A,m2)→ (A
′,m′2)
un morphisme d’alge`bres gradue´es. Soit des morphismes gradue´s
fi : A
⊗i → A′, 2 ≤ i ≤ n,
de degre´ 1 − i. Nous posons f1 = g. Supposons que les morphismes fi, 1 ≤ i ≤ n − 1, de´finissent
un An-morphisme A→ A′. La sous-expression∑
k/∈{1,2}
(−1)jk+lfi(1




(−1)sm′r(fi1 ⊗ . . .⊗ fir )
de l’e´quation (∗∗n+1) de (1.2.1.2) de´finit un cycle de Hochschild dans C(A,A′) ; la structure de
A-bimodule sur A′ est donne´e par g. Nous notons ce cycle r(f2, . . . , fn−1). L’e´quation (∗∗n+1) se
re´crit alors
δHoch(fn) + r(f2, . . . , fn−1) = 0.

Obstruction a` l’extension d’une An-homotopie entre A∞-morphismes d’A∞-alge`bres
minimales en une An+1-homotopie
Lemme B.4.3 Soit A et A′ deux A∞-alge`bres minimales. Soit f et g deux A∞-morphismes A→
A′. Soit des morphismes gradue´s
hi : A
⊗i → A′, 2 ≤ i ≤ n,
de degre´ −i. Posons h1 = 0. Supposons que les morphismes hi, 1 ≤ i ≤ n− 1, de´finissent une










⊗j ⊗mk ⊗ 1
⊗l) + fn+1 − gn+1
)
de l’e´quation (∗ ∗ ∗n+1) de la de´finition 1.2.1.7 de´finit un cycle de Hochschild dans C(A,A′) ; la
structure de A-bimodule sur A′ est donne´e par f1 et g1. Nous notons ce cycle r(h2, . . . , hn−1).
L’e´quation (∗ ∗ ∗n+1) se re´crit alors
δHoch(hn) + r(h2, . . . , hn−1) = 0.

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Notations
Les notations de base
K corps de base 20
C, C′, C(O,O) cate´gories mono¨ıdales ambiantes 20, 62, 112
⊗, ⊗O produit tensoriel 20, 112
e, eO e´le´ment neutre pour le produit tensoriel 20, 112
GrC cate´gorie des objets gradue´s de C 20
CC cate´gorie des objets diffe´rentiels gradue´s de C 21
C bicate´gorie ambiante (a` partir du chapitre 4) 112, 133
S suspension des objets de GrC et CC 21
s morphisme de foncteurs 1→ S 21
ω = s−1 morphismes de foncteur S → 1 21
C(f) coˆne d’un morphisme f 76
δ(f) bord d’un morphisme gradue´ entre deux complexes 21
Les cate´gories de mode`les et cate´gories triangule´es
Eq classe des e´quivalences faibles 202
Cof classe des cofibrations 202
Fib classe des fibrations 202
Ec, Ef , Ecf sous-cate´gories des objets cofibrants, des objets fi-
brants et de objets cofibrants et fibrants de E
203
HoE cate´gorie homotopique de E 203
tria A sous-cate´gorie triangule´e engendre´e par les objets de
A
172
TriaA sous-cate´gorie triangule´e (aux sommes infinies) en-
gendre´e par les objets de A
172
Les A∞-alge`bres et les alge`bres
η unite´ 62
ε morphisme d’augmentation 62
A+ augmentation de A 62
A re´duction d’une alge`bre augmente´e 62
TV , TV alge`bre tensorielle re´duite et augmente´e 22, 83
BA construction bar re´duite d’une A∞-alge`bre 28
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B+A construction bar augmente´e d’une A∞-alge`bre aug-
mente´e
83, 68
bA, b diffe´rentielle de la construction bar 28
(∗m), (∗∗m),
(∗ ∗ ∗m)
e´quations de type A∞ 25, 25, 26
r(m•, . . . ,mn) cycle mesurant les obstructions 208, 215
r(f•, . . . , fn) cycle mesurant les obstructions 210, 216
UA alge`bre enveloppante d’une A∞-alge`bre A 84
Alg cate´gorie des alge`bres diffe´rentielles gradue´es 23
Alga cate´gorie des alge`bres dg augmente´es dont les mor-
phismes sont augmente´s
63
Alg∞ cate´gorie des A∞-alge`bres 25
Alga∞ cate´gorie forme´e des A∞-alge`bres augmente´es dont





cate´gorie des A∞-alge`bres homologiquement uni-







cate´gorie des A∞-alge`bres strictement unitaires dont





cate´gorie des A∞-alge`bres strictement unitaires dont
les morphismes sont strictement unitaires
106
A֌ A〈M,α〉 cofibration standard de Alg 37
C∗(A,M) complexe de Hochschild de A a` coefficients dans M 214
C
∗
(A,M) complexe de Hochschild re´duit 214
δHoch bord de Hochschild 214
τ cochaˆıne tordante 67
τA, τC cochaˆınes tordantes universelles 69
Les A∞-coge`bres et les coge`bres
C[n] n-primitifs de C 23
η co-unite´ 64
ε morphisme de co-augmentation 64
C+ co-augmentation d’une coge`bre C 64
C re´duction d’une coge`bre co-augmente´e C 64
T cV , T cV coge`bre tensorielle re´duite et co-augmente´e 24, 64
T c[n]V n-primitifs de la coge`bre T
cC 29
ΩC, Ω+C construction cobar re´duite et co-augmente´e 30, 68, 68
Cog cate´gorie des coge`bres diffe´rentielles gradue´es 24
Cogc cate´gorie des coge`bres dg cocomple`tes 24
Qis classe des quasi-isomorphismes 50
Qisf classe des quasi-isomorphismes filtre´s 50
Cog∞ cate´gorie des A∞-coge`bres 30
Les polydules, les bipolydules et les modules
BM construction bar d’un A-polydule 83
Notations 225
RτM , RM produit tensoriel tordu M ⊗τ C 67
M ⊗τ C produit tensoriel tordu 67
r(m2, . . . ,mn) cycle mesurant les obstructions 211
r(f1, . . . , fn) cycle mesurant les obstructions 211
∞
HomA′(X, ) foncteur standard 113
?
∞
⊗A X foncteur standard 114
ModA cate´gorie des A-modules diffe´rentiels gradue´s uni-
taires
63
DA cate´gorie de´rive´e de ModA 76






sous-cate´gorie pleine de Nod∞A forme´e des A-
polydules strictement unitaires
109
Nodstrict∞ A cate´gorie ayant les meˆmes objets que Nod∞A et dont
les morphismes sont les A∞-morphismes stricts
80
Mod∞A cate´gorie des A-polydules strictement unitaires 81
Modstrict∞ A Nod
strict
∞ A ∩Mod∞A 81
H∞A cate´gorie Mod∞A quotiente´e par la relation d’homo-
topie
122
D∞A cate´gorie de´rive´e de Mod∞A 118






sous-cate´gorie de N∞A forme´e des A-polydules stric-
tement unitaires
138
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Sur les A∞-cate´gories
Kenji Lefe`vre-Hasegawa
Re´sume´ : Nous e´tudions les A∞-alge`bres Z-gradue´es (non ne´cessairement connexes) et leurs A∞-
modules. En utilisant les constructions bar et cobar ainsi que les outils de l’alge`bre homotopique de Quillen,
nous de´crivons la localisation de la cate´gorie des A∞-alge`bres par rapport aux A∞-quasi-isomorphismes.
Nous adaptons ensuite ces me´thodes pour de´crire la cate´gorie de´rive´e D∞A d’une A∞-alge`bre augmente´e
A. Le cas ou` A n’est pas muni d’une augmentation est traite´ diffe´remment. Ne´anmoins, lorsque A est
strictement unitaire, sa cate´gorie de´rive´e peut eˆtre de´crite de la meˆme manie`re que dans le cas augmente´.
Nous e´tudions ensuite deux variantes de la notion d’unitarite´ pour les A∞-alge`bres : l’unitarite´ stricte et
l’unitarite´ homologique. Nous montrons que d’un point de vue homotopique, il n’y a pas de diffe´rence entre
ces deux notions. Nous donnons ensuite un formalisme qui permet de de´finir les A∞-cate´gories comme des
A∞-alge`bres dans certaines cate´gories mono¨ıdales. Nous ge´ne´ralisons a` ce cadre les constructions fonda-
mentales de la the´orie des cate´gories : le foncteur de Yoneda, les cate´gories de foncteurs, les e´quivalences de
cate´gories... Nous montrons que toute cate´gorie triangule´e alge´brique engendre´e par un ensemble d’objets
est A∞-pre´triangule´e, c’est-a`-dire qu’elle est e´quivalente a` H
0
twA, ou` twA est l’A∞-cate´gorie des objets
tordus d’une certaine A∞-cate´gorie A.
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Abstract : We study (not necessarily connected) Z-graded A∞-algebras and their A∞-modules. Using
the cobar and the bar construction and Quillen’s homotopical algebra, we describe the localisation of the
category of A∞-algebras with respect to A∞-quasi-isomorphisms. We then adapt these methods to des-
cribe the derived category D∞A of an augmented A∞-algebra A. The case where A is not endowed with
an augmentation is treated differently. Nevertheless, when A is strictly unital, its derived category can
be described in the same way as in the augmented case. Next, we compare two different notions of A∞-
unitarity : strict unitarity and homological unitarity. We show that, up to homotopy, there is no difference
between these two notions. We then establish a formalism which allows us to view A∞-categories as A∞-
algebras in suitable monoidal categories. We generalize the fundamental constructions of category theory
to this setting : Yoneda embeddings, categories of functors, equivalences of categories... We show that
any algebraic triangulated category T which admits a set of generators is A∞-pretriangulated, that is to
say, T is equivalent to H0twA, where twA is the A∞-category of twisted objets of a certain A∞-category A.
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